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作为 代数 学 的 一 个 分 支 ， 域 论 的 重要 性 ， 无 论 从 它 本 身 的 发 
展 ， 或 是 与 其 他 数学 分 支 的 关系 而 言 ， 都 是 无 可 置疑 的 。 但 与 群 
论 , 或 者 环 论 相 比 , 域 论 方面 的 书籍 却 感到 缺少 ,在 国内 尤其 如 此 ， 
本 书 的 目的 ,是 为 对 域 论 有 兴趣 的 读者 提供 一 本 读物 .， 它 的 内 容 ， 
绝 大 部 分 是 基本 的 ， 因 此 ,只 需 具 有 一 般 抽象 代数 的 知识 ,就 可 阅 
读 ， 全书 分 八 章 ， 第 一 章 是 全 书 的 基础 如 果 用 于 大 学 高 年 级 的 
选修 课程 , 那么 前 五 章 , 甚至 第 一 、 二 、 五 等 三 章 也 就 够 了 ， 后 面 
三 章 属 于 域 的 非 代数 结构 ,其 中 六 、 七 两 章 箱 长 ， 第 八 章 是 在 上 述 
两 章 的 基础 上 来 讨论 域 的 拓扑 结构 .至 干 拓 扑 域 的 一 般 理 论 , 则 不 
在 本 书 的 范围 之 内 , 书 末 列举 了 各 章 的 参考 文献 ,它们 仅仅 是 直接 
引用 到 的 ; 或 者 是 该 章 的 一 些 可 资 参考 的 读物 ; 或 者 是 某 一 方面 的 
最 早 的 论文 ”中国 科技 大 学 冯 交 勤 教授 曾 对 本 书 提出 很 宝贵 的 总 
见 , 说 在 此 对 他 表示 实心 感谢 ， 眼 于 作者 的 水 平 , 本 书 虽 在 试用 过 
程 中 几经 修改 ,错误 与 不 有 之 处 必然 还 有 ,希望 读者 批评 指正 . 
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第 一 章 代数 扩张 


z $11 一 些 基本 事实 z 

设 KK 是 一 个 域 ; PP 是 它 的 子 集 , 至 少 包含 两 个 元 素 。 若 对 于 
K 的 加 法 与 乘法 运算 , 了 也 成 一 个 域 , 而 且 与 羽 有 公共 的 乘法 单 
位 元 素 二 则 称 忆 是 下 的 一 个 子 域 , 玉 是 也 的 扩张 (或 扩 域 .这 
串 关 系 常 简 记 成 了 王 及 ， 由 尺 中 所 有 子 域 所 成 的 交 ， 仍 然 是 玉 
的 子 域 , 而 且 是 按 包含 关系 的 最 小 子 域 . 这 个 唯一 确定 的 子 域 , 称 
为 玉 的 素 子 域 ， 在 了 CK 的 情形 下 ， 也 的 素 子 域 也 就 是 KK 的 
素 子 域 ， 一 个 域 ,如 果 它 的 夫子 域 就 是 它 自 身 , 则 称 为 案 域 ， 素 域 
可 分 为 两 类 ,一 类 同 构 于 有 理 数 域 @, 我 们 称 它 的 特征 为 0， 另 一 
类 同 构 于 整数 环 2 关于 某 个 素 主 理想 (p) 的 剩余 类 域 Z/(p)， 我 
们 称 它 的 特征 为 2( 尖 0)， 后 者 只 含 2 个 元 素 , 有 时 记 作 对,， 域 的 
特征 是 指 它 的 崇 子 域 的 特征 ， 

设 到 是 域 也 的 扩张 ， 它 可 以 作为 了 上 的 向 量 空间 , 所 以 也 
写作 玉 /F， 我 们 称 它 的 维 数 dimK/( 或 dimzK) 为 关于 了 了 
的 扩张 次 数 (也 可 径 称 /的 扩张 次 数 )， 记 作 [K:F]， 当 
[K:] 是 个 有 限 数 时 ( 简 记 作 [ 及 :过 0), 称 KK 是 五 的 有 限 扩 
张 . 

设 S 是 域外 的 一 个 子 集 ， 尺 中 所 有 包 合 S， 以 及 子 域 了 的 
子 域 , 它们 所 成 的 交 仍然 是 KK 的 一 个 子 域 , 而 且 是 具有 此 一 性 质 
的 最 小 子 域 ( 按 包 含 关 系 而 言 )， 我 们 称 这 个 确定 的 子 域 是 添加 
于 也 所 得 的 扩张 ,或 者 , 8 在 了 上 生成 的 域 , 记 作 五 (8)， 此 时 存 
在 如 下 的 关系 


FEF(OER. 
今 考虑 (5) 的 元 素 ， 作 单项 式 
Qu, (1.1.1) 
其 中 4E 了 ,wuE 9, m>0 是 整数 ， 按 K 中 的 加 法 与 乘法 , 所 有 具 
形式 (1.1.1) 的 单项 式 ,生成 一 个 子 环 , 记 作 耳 [S]， 从 而 PCS) 的 
元 素 都 可 以 表 如 
f(8)/g(8), 

其 中 f(S), g(S) E PLS1， 这 就 是 说 ,了 (5) 的 元 素 可 表 如 也 [5] 中 
两 个 元 素 的 商 ， 因 此 , 称 (S) 为 子 环 F[S] 的 商 域 

对 于 玉 中 两 个 元 素 集 81, Sa, 由 上 面 的 定义 ,可 知 S41U Ss 在 
万 上 生成 的 域 卫 (Si1USs), 与 Ss 在 (S54) 上 生成 的 了 (81) (082) 
是 相同 的 ， 因此， 不妨 记 作 了 (S81，Ss)， 据 此 ， 当 恒 是 有 限 集 
{i 时，P(5) 可 以 径 写 如 玉 (w41,…, W%)， 我 们 称 后 者 在 
及 上 是 有 限 生成 的 ， 特 别 当 8= {wj} 只 含 一 个 元 素 时 ， 称 了 (ww) 为 
万 的 单 扩张 。 从 而 五 上 有 限 生成 的 域 了 (ws, …, wu) 可 以 经 有 限 
个 单 扩张 而 得 到 | 

PEP(uEPF (ua, EP ,Us). 

命题 1 若 玉 是 也 的 一 个 有 限 扩张 则 羽 在 如 上 是 有 限 生 
成 的 / : 

证 明 设 [ 玉 :可 一 m fo …, ww,} 是 民 / 了 作为 向 量 空间 的 
一 个 基 。 于 是 K 的 元 素 都 可 以 表 如 

«=> aw, aEF, z 

因此 有 C094 …， ww) 己 衣 E 了 (04，…， 0。) ;从 而 区 一 也 (os, …， 
Ww ) . | z 

这 个 命题 的 道理 一 般 是 不 成 立 的 , 以 后 将 可 见 到 . 

定理 1.1 车 域 卫 , 加 , K 满足 了 HCK, 风 有 等 式 
。 2 。 


[RK:F]= [EK:AM[B:F]. (1.1.2) 
证 明 设 {or,…, ov} 是 尺 / 思 的 一 组 线性 无 关 元 ; {Bi …， 
让 是 召 /F 的 一 组 线性 无 关 元 ， 于 是 ， 
{opBs |i=1, 7; j=1, ,DD 
是 /8 的 少 个 线性 元 关 元 (证 肯 有 上 略 )、 这 示 明 了 ， 从 [K :五 ] > 
以 及 [ 轧 : 了] 之 t, 可 以 导 至 [及 :FP] >rt， 从 而 有 [ 衣 :F] 之 [K: 如 ] 
[B: 了 Pj]. 若 红 .1.2) 的 右边 有 一 个 是 无 限 数 ， 定 理 即 告 成 立 ， 今 设 
[天 :到 =0<co，[ 百 :由 = 人 <oo 任 取 天 /及 的 一 个 基 {o，…， 
oj 与 /FF 的 一 个 基 {B1,…, Bm}. 于 是 下 的 每 个 元 素 都 可 由 
{a8j 一 二 和 了 一 1 2 
在 了 上 的 线性 组 合 天 出 , 故 又 有 [及 :<<[ 及 :有 [8B:F]. 量 
推论 1 对 于 由 有 限 多 个 域 所 成 的 列 
F= DCHEC…CE, iCE,=K, 
有 [K:FI= {EK:B,l[B,1: 8,2]… {B11:F]1, | 
推论 2 在 定理 的 所 设 下 ,车 下 /了 是 有 限 扩 张 ， 则 2 也 是 . 
有 限 扩 张 . | 
定理 中 的 域 五， 以 及 推论 1 中 的 五), 都 称 作 KK/F 的 中 间 域 ， 


$1.2 代数 元 与 代数 扩张 

定义 1.1 设 玉 是 也 的 扩张 ,E 民 .车 4 满足 也 上 的 方程 
f(R) = 0R"+aT"it + =0, WEF, ooF0 (1.2.1) 
就 你 v 是 玉 上 的 代数 元 ,或 者 ,z 关于 是 代数 的 否则 , 如 果 “ 
不 满足 也 上 任何 一 个 方程 ,就 称 o 是 了 上 的 超越 元 ,或 者 ;关于 也 
是 超越 的 ， 如 果 K 的 每 个 元 素 都 是 也 上 的 代数 元 ,就 称 玉 是 了 了 

的 一 个 代数 扩张 .否则 , 称 KK 是 也 的 超越 扩张 
没 wEK 是 也 上 的 一 个 代数 元 ， 在 所 有 满足 f(w) -0 的 多 
项 式 f(X)EF[ 玉 ] 中 ， 令 m(X) 是 次 数 最 低 、 且 首 系数 是 1 的 一 
。3.， 


个 ， 易 知 , 这 个 m( 邓 ) 是 唯一 确定 的 ; 而 且 满 足 : (起 它 在 上 是 
不 可 约 的 ，(2) 著 (于 )E[ 卫 ] 使 得 有 f(w) =0， 则 必 有 m( 子 ) 
|f( 对 )， 我 们 称 这 个 m( 对 ) 是 以 在 万 上 的 极 小 多 项 式 、 也 上 的 
代数 元 wi, wsa, 如 果 在 了 上 有 相同 的 极 小 多 项 式 , 就 称 wi 与 wz 是 
五 上 的 共 罗 元 ， 或 者 说 ,它们 是 无 共 思 的 ， 

命题 1 丈 上 的 有 限 扩张 都 是 代数 扩张 . 

证 明 ” 设 [及 :了 ]=n<oo. 任 取 0 关 wE 民 ,并且 考虑 区 中 的 
元 素 组 z 
{1, w, Ww , ,0 (1.2.2) 
如 果 其 中 出 现 相 等 的 ,例如 ww(7r<< 们 , 则 入 显然 是 了 上 的 代数 
元 ， 设 址 .2.2) 中 的 元 素 全 不 相等 由 于 它 所 含 的 元 素数 是 
n 十 1, 按 所 设 , 在 也 上 应 是 线性 相关 的 , 故 

Co 十 Cd 十 十 一 0， woEF. 
因此 v 是 闻 上 的 代数 元 ， 从 必 的 任意 性 , 知 尼 是 加 上 的 代数 扩 
张 . 

从 这 个 命题 可 以 知道 , 殖 上 有 限 生成 的 扩张 不 必 是 有 限 扩张 . 
因 若 vE 忆 是 至 上 的 超越 元 , 姻 (z) 就 不 能 是 马上 的 有 限 扩张 例 
如 在 实数 域 BR 中 , 由 超越 数 亚 在 Q 上 生成 的 子 域 Qo), 就 是 一 个 
例子 . 

当 久 是 也 上 的 代数 元 时 ,了 (ww) 称 作 卫 上 的 单 代数 扩张 ， 今 
有 以 下 的 

定理 1.2% 设 入 是 五 上 的 一 个 代数 元 ， 它 的 极 小 多 项 式 为 
m( 玉 )， 于 是 有 [FP(w):F] 一 degm( 玉 ), 以 及 FP(w) 一 了 [ul. 

证 明 设 m( 节 )= 了 "十 4 十 … 十 @,。 于 是 有 

一 U1 0 (1.2.3) 
从 而 在 子 环 也 [切中 , 每 个 元 素 都 可 以 表 作 1 w,…, w+ 在 了 上 
的 线性 组 合 ， 另 一 方面 , {1 ww …, wr- 司 是 了 上 的 一 个 线性 无 关 


sa。 和 ， 


组 ， 因 此 , 作为 歹 上 的 向 量 空间 了 fw]， 和 位 ,ww，…, w" 隔 是 它 的 一 
个 基 . | i 
前 面 提 到 ,也 (w) 中 每 个 元 素 都 可 表 如 了 (w)/g(w), 其 中 了 (w)， 
g(w) EP[u], 且 f(u), g(w) 的 次 数 都 <m 一 J， 由 于 m( 玉 ) 在 万 
上 不 可 约 , 故 m( 累 ) 与 g( 对 ) 在 上 是 互 素 的 .因此 有 
a(X), Bb(X)EFIX], 
使 得 w%( 及 )g( 玉 ) 十 0( 及 )m( 玉 ) 一 二 
并 且 a( 且 ), 5( 卫 ) 的 次 数 都 <n 一 L， 以 卫 ~w 代入 上 式 ,得 

olw)g(w) 一 1， 或 者 1/g(w) ==a(w). 
这 示 明 了 
f(u)VgGo) =0)f (WW) EF Eu], 
从 而 F(w)=F[u). 
至 于 [PF(w):F]~n=degm(X), 
从 证 明 的 过 程 中 已 经 得 知 ， 时 

结合 定理 1.1, 可 得 

推论 设 wi,… ., w 是 也 上 有 限 个 代数 元 ， 于 是 ,FP (wi, …， 
w) 是 五 上 的 有 限 扩张 . 是 

代数 扩张 具有 可 传 性 ,具体 如 下 ; 

命题 % 车 玉 是 也 上 的 代数 扩张 ,也 是 及 上 的 代数 扩张 , 则 
五 也 是 如上 的 代数 扩张 . 

证 明 “只 需 证 明 ,了 的 任意 元 素 % 都 是 也 上 的 代数 元 . 按 所 
设 ,存在 ww，…, wnE 到 ,使 得 等 式 

vv 二 二 wn=0 (1.2.4) . 

成 立 ， 因 此 ,ws 是 耳 (w,…, um) 上 的 代数 元 ， 由 定理 1.2， 
: [RFC 和 oo) PU oo, Un) ] Em. 
由 于 了 GQ， …, um) 十 了 上 的 有 限 扩 张 故 玉 (wv; tt，…，Um) 也 是 
上 的 有 限 扩 张 ， 再 按 定 理 1.1 的 推论 2, 以 及 本 节 的 命题 1 知 


9 *， 


-五 (w) 是 也 上 的 代数 扩张 ,换言之 ,4 是 万 上 的 代数 元 . 

从 这 个 命题 , 我 们 还 可 以 认识 一 个 事实 ; 在 了 的 任 一 扩 域 民 
中 , 所 有 关于 万 的 代数 元 所 成 的 集 , 能 成 素 的 一 个 子 域 , 而 且 是 
有 在 羽 中 最 大 ( 按 包含 关系 ) 的 代数 子 扩张 我 们 称 这 个 子 域 为 
了 在 所 中 的 代数 闭 包 . 


以 上 关于 代数 元 和 代数 扩张 的 讨论 ， 是 在 假定 了 为 某 个 及 
的 子 域 的 情形 下 来 进行 的 ， 如 果 没 有 事先 给 出 的 玖 ,如 何 从 王 作 
出 关于 它 的 代数 元 , 以 及 灰 上 的 代数 扩张 ?现在 我 们 来 讨论 这 个 问 
题 ， 按 定理 1.2, 只 要 作出 了 上 的 代数 元 , 也 就 同时 得 到 也 的 一 
个 代数 扩张 ,根据 我 们 对 代数 元 所 下 的 定义 ,不 妨 把 问题 改作 如 下 
形式 ， 设 (于)E 了 [XZ], degf( 卫 )>1， 问 如 何 作出 一 个 元 素 
(在 了 的 菜 个 扩 域 玉 中 ), 筷 得 方程 1( 肝 ) =0 以 ww 为 它 的 根 ? 
如 果 f( 王 ) 在 也 [ 邓 ] 中 能 分 解 出 一 个 一 次 因 式 ， 此 时 解答 至 
为 明显 。 因为 五 中 的 某 个 元 素 已 能 满足 要 求 . 因此 ， 不 妨 设 
f( 卫 ) 在 了 上 无 一 次 因 式 . 令 - / 
p(TR)=0o0R'+…+o, OEP, oo0r0- (41.2.5) 
是 f( 且 ) 在 了 上 的 一 个 不 可 约 因 式 , r>1. 今 以 (p( 了 )) 表 p(X) 
在 五 [ 卫 ] 中 生成 的 主 理想 ， 由 p( 下 ) 在 了 上 的 不 可 约 福 , (p( 节 )) 
是 五 [了] 中 的 极 大 音 想 ， 因 此 ,剩余 类 环 多 [ 卫 ]/(p( 卫 )) 成 一 个 
域 , 记 作 玉 。， 今 考 虚 从 也 [ 邓 ] 到 下。 的 自然 同 态 
| 51: PFIXI—>Ko 
vz 在 卫 上 的 限制 记 作 7z, 即 | 
T: F—Ko. {1.2.6) 
这 是 由 映射 / | 
”| ‘apPa+ (pF)), oF | 
所 确定 的 嵌入 (单一 同 态 ) 。 因 若 不 然 , 则 有 0 天 4€ 也 ,使 得 
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7(@)=0-+ (p(X)), 
即 4Ekerz， 由 此 又 有 kerzi 和 包含 (a, p( 久 )) 一 了 [XX], 了 矛盾 . 现 
在 以 了 ' 记 也 在 ,内 的 象 ;又 以 p(X) 记 : 

TC60) 计 十 TC61) 这 个 1 十 … 十 TCC1)， 
这 是 了 "上 的 多 项 式 ， 若 令 : 
Ti(X)=aE K,, 
出 有 pa)=p" (vi(F)) =71( PR)) =0, 
即 a 是 p"( 有 对 )=0 的 一 个 根 . 

取 S 是 一 个 与 Ko\P" 有 相同 的 基数 ， 且 与 到 无 公有 元 素 的 
任意 元 素 集 ; 又 令 一 了 U8。 由 于 区 与 Ko 有 相同 的 基数 , 故 可 
扩大 (1.2.6), 使 它 成 为 由 玉 到 K。 的 一 个 琶 合 映射 (一 一 对 应 )， 
仍 记 作 *、 对 于 集 区 的 元 素 2, 9， 现在 来 规定 其 间 的 加 法 与 乘法 
运算 如 下 ， 

vty=7 70) +7(y)), 
mW=7T (Ts)T(Y)), 
其 中 右边 出 现 的 和 与 积 ， 是 从 Ko 中 运算 而 得 . 由 于 7 是 经 拓展 
(1.2.6) 而 得 到 , 所 以 在 z, yE 也 时，(1.2.7) 的 规定 与 了 中 原 有 
的 运算 相 一 致 、 在 这 样 的 规定 下 , K 成 一 个 域 , 它 是 万 的 扩 域 ,而 
且 z 就 是 与 Ko 间 的 一 个 同 构 ， 车 令 -77 (a), 则 有 p(w)= 
0, 换言之 , (了) =0 在 域 K 中 有 解 、 这 就 证 明了 
”定理 1. 3(Kronecker) 设 了 是 一 个 域 ; f( 蔗 ) 是 了 上 一 个 次 
数 1 的 多 项 式 ， 于 是 存在 了 的 一 个 扩张 开 ， 使 得 方程 J 六) - 0 
在 及 中 有 和解 用 z 

推论 1 设 万 是 一 个 域 ;fi(X),…, fmn( 卫 ) 是 万 上 mw 个 次 

数 >1 的 多 项 式 . 于 是 存在 也 的 一 个 扩张 K， 使 得 每 个 
fiX)=0 (I=1,*, m) . 
在 K 中 都 有 和 解 。 时 : : 


: (1.2.7) 


ee 9 。 


推论 2 车 Wa 是 F 土 两 个 共 罗 元 ， 则 五 (ad) 与 万 (va) 是 
8- 同 构 的 ， 

证 明 设 mm( 开 ) 是 刀 与 旨 在 玉 上 的 极 小 多 项 式 ， 从 定理 的 
证 明 , 可 知 了 (wD) 与 了 (ws) 都 与 了 了 [XX]/(m( 定 )) 成 如 ~- 同 构 , 从 而 
了 (Wi) 与 娘 (wa) 成 了 了 - 同 构 ， 是 


$1.3 代数 闭 域 - 域 的 代数 闭 包 


我 们 称 域 Q 为 一 代数 闭 域 ， 如 果 对 于 Q@ 上 任何 一 个 多 项 式 
f( 叉 ), 方 程 f( 驻 )=0 在 9 中 都 有 一 个 解 (从 而 有 全 部 的 解 ) . 这 个 
定义 又 等 价 于 ; 总 除 了 它 本 身 外 ,无 其 他 的 代数 扩张 。 当 代数 闭 域 
2 是 玉 的 扩 域 时 ,可 称 Q 为 了 的 一 个 代数 闭 扩张 ， 在 本 节 中 ,我 
们 所 要 讨论 的 课题 是 ， 对 于 任意 的 域 孔 ， 是 否 存 在 代数 的 代数 闭 
扩张 ,而 且 具 有 某 种 意义 下 的 唯一 性 ， 首先 有 

定理 1.4 每 个 域 万 ,都 至 少 有 一 个 代数 闭 扩 张 . 

证 明 (Artin) 若 至 本 身 是 代数 闭 域 , 结论 自然 成 立 , 今 设 
也 不 是 代数 闲 域 ， 先 来 作 卫 的 一 个 扩张 及 1, 使 得 了 [ 卫 ] 中 每 个 
方程 1(X)=0 在 玉 ; 中 都 有 一 个 解 ， 不 失 一般 性 ， 只 需 考 虑 次 数 
>1 的 f( 卫 )， 对 于 每 个 这 样 的 (于 ), 令 符号 豆 ; 与 它 相 对 应 ; 又 
以 S 记 由 所 有 这 些 有; 所 组 成 的 集 ， 于 是 

/XH 


就 是 从 五 [了 ] 的 全 部 次 数 1 的 多 项 式 所 成 的 集 ， 到 集 8 的 一 个 
稚 合 映射 。 作 多 项 式 环卫 [S], 并 且 考 卡其 中 由 所 有 多 项 式 (X)) 
所 生成 的 理想 T， 首 先 有 了 不 是 单位 理想 . 因 若 不 然 , 则 存在 等 式 
gafi1( 人 +9 fa ) 十 … 十 gf 下 站) 一 十 (1.3 1) 
其 中 g;E€ 了 了 [S]. 今 以 了; 简 记 Xis 又 设 在 多 项 式 gy,…, gr 中 出 
现 的 有 限 多 个 符号 为 证 1,…, a， 于 是 (1.3.1) 又 可 写 如 
»8。 


Sx, ,afAR) =1. (4.3.2) 


按 定 理 1.3 的 推论 1 在 也 的 某 个 扩 域 及 中 , 每 个 fi( 玉 ) 一 0 都 
有 解 ， 车 以 及 中 这 些 元 素 代入 卫 ;, 由 《1.3.2) 就 给 出 等 式 0=1 
矛盾 . 

由 于 万 [8] 是 有 单位 元 素 的 交换 环 ， 因 此 存在 包含 了 的 极 大 
理想 , 令 M 是 其 中 之 一 ， 此 时 了 [5]/M 成 一 个 域 ， 使 用 在 定理 
1.3 的 证 明 中 所 用 的 论证 , 就 得 到 到 的 一 个 扩张 KK1, 使 得 也 [X] 
中 每 个 方程 ( 耳 ) =0, 在 Ki 内 都 有 解 . 

然后 对 域 Ki 作 同 祥 的 考虑 ， 以 得 出 它 的 一 个 扩张 Es， 使 得 


天 :上 的 每 个 方程 在 其 中 都 有 解 . 
继续 以 上 的 论证 ,就 得 到 一 个 由 域 所 组 成 的 递增 列 
FECKiICKsC..., (1.3.3) 
使 得 及 ,[ 邓 ] 中 的 每 个 方程 在 Ki 中 都 有 解 ， 现 在 令 
9- U kK,. (1.3.4) 


容易 验 知 , Q 是 一 个 域 ，Q[ 卫 ] 中 每 个 次 数 >1 的 方程 f( 了 )=0， 
其 系数 必 属 于 某 个 玉 ,， 因 此 ,了 ( 卫 ) =0 在 玉 ,4z 中 有 解 , 从 而 也 
在 Q 中 有 解 . 这 证 明了 0 是 个 代数 闭 域 . 

定理 1.5 每 个 域 玉 ,都 至 少 有 一 个 代数 的 代数 闭 扩张 . 

证 明 ”从 定理 .4, 知 存在 石上 的 代数 闭 护 张 Q， 令 外 是 也 
在 2 中 的 代数 闭 包 , 今 证 明 台 本 身 也 是 一 个 代数 闭 域 .， 设 fC) 
是 外 上 一 个 次 数 >1 的 多 项 式 ， 作 为 上 的 多 项 式 而 论 , 必 有 某 
个 E90, 使 得 fw) 一 0， 这 个 以 是 外 上 的 代数 元 ， 从 而 也 是 瑟 上 
的 代数 元 ， 因 此 wE 记 , 即 从 是 个 代数 闭 域 . 

对 于 任意 域 ,现在 已 经 获得 了 至 少 一 个 代数 的 代数 闭 扩 张 . 进 
一 步 要 讨论 的 , 就 是 唯一 性 的 问题 。 为 此 , 先 有 一 个 一 般 性 的 命 

。 人。 


题 : 

命题 1 设 zY 是 从 域 刀 到 域 8 的 一 个 髓 入 ; 又 设 % 是 五 上 的 
一 个 代数 元 ,m《( 卫 ) 是 它 在 上 的 极 小 多 项 式 . 5 能 拓展 成 8(w) 
到 8 的 册 入 , 当 且 仅 当 mw"《X) 一 0 在 8 中 有 和 解 ， 此 处 %"()E€ 
Q[ 了 对] 是 m( 革 ) 的 象 。 此 外 ,5 在 Fl(w) 上 拓 5 展 的 个 数 不 超 过 
deg m( 卫 ). 

证 明 必要 性 显然 ， 今 证 其 充分 性 . 设 
deg m( 玉 )=n>1, 


此 时 deg (和 ) 一 %. 
按 定理 1.2, 了 F(w) 中 元 素 都 可 以 表 如 
w 一 Co 十 CiV 十 十 CitpT， oOoEP, (1.3.5) 
设 7 是 m"( 革 )=~0 在 8 中 的 一 个 解 . 我 们 令 
Ti(0) =T(00) + 7(0) 7+ + 0 . (1.3.6) 


作为 映射 而 论 ,v1 自然 是 5 的 一 个 拓展 ,而 且 引 .3.6) 给 出 了 了 (w) 到 
9 内 的 一 个 单一 映射 ， 要 证 明 它 又 是 一 个 嵌入 ,只 需 对 加 法 与 飞 
法 进行 验证 ， 今 仅 就 乘法 来 验证 ， 设 g(O)zCue) =r(O。 从 思 (o) 
中 的 运算 法 则 , 知 有 
g( 耳 )h( 昼 ) =g( 卫 )m( 耳 )+r+( 邓 )， 
从 而 得 到 本 
g"()r(R)=g" (I)m (TR) +r (T). 
再 以 Y= Ti(w) 代 入 ， 即 得 
ghRNY) =7™"(7). 

这 证 明了 7 拓展 成 为 嵌入 wi: 了 (w) 一 8， 至 于 结论 的 最 后 部 分 ,人 从 
论证 过 程 即 知 ， 是 

结合 定理 1.1 的 推论 二 可 得 

推论 1 设 区 /F 是 一 个 有 限 扩张 ，[ 玉 :了 ]~n， 若 z 是 万 
到 某 个 域 2 内 的 嵌入 ， 则 z 至 多 只 能 拓展 成 % 个 -到 0 的 入 
。 10。 


pbr 


入 . 重 

在 这 个 推论 中 , 如 果 取 2 为 也 的 扩张 ,5 为 的 恒 同 自 同 构 ， 
则 有 

推论 2 设 玉 /了 是 有 限 扩张 ， [KK: 了 nm; Q 是 也 的 一 个 扩 
域 . 于 是 从 下 到 内 至 多 只 有 mn 个 了 柑 入 ， 明 

上 面 两 个 推论 ， 都 是 就 有 限 扩张 而 言 的 。 当 KZ 为 任意 代 
数 扩张 时 ,我 们 有 

命题 2 设 玉 /F 是 代数 扩张 ;是 代数 闭 域 . 于 是 , 每 个 从 
也 到 0 的 幅 入 7z, 痢 可 以 拓展 成 为 人 下 到 9 的 嵌入 . 

证 明 ” 据 命题 1，s 能 拓展 成 为 及 中 所 有 形式 如 了 (wi)， 
了 (wz, us),… 的 中 间 域 到 0 的 嵌入 . 今 以 如 表 由 所 有 ( 妃 ， 内) 所 成 
的 集 , 其 中 吾 是 尼 / 环 的 中 间 域 ;由 是 在 召 上 的 拓展 ， 首先 , 9 
是 非 空 的 , 因为 (F, 7z) EE， 其次， 我 们 可 以 在 8 中 规定 一 个 偏 
序 . 令 2 

(HE, WX<(E', wm) (1.3.7) 

当 且 仅 当 如 CEB, 而且 jw 又 是 凡 在 加 上 的 拓展 .在 这 样 的 规定 
下 ,是 个 归纳 的 偏 序 集 ， 因 车 


z (Bi1, pi) SBa, jo) (1.3.8) 
是 一 个 链 , 作 
n= UB. 
可 以 在 五 上 来 规定 5 的 一 个 拓展 K: 符 刀 的 元 素 y€EB;, 令 
Ww(7) = wi(7). 


于 是 (ZB, jw) 是 (1.3.8) 的 一 个 上 界 ， 而 且 (B, ww) EE。 按 Zorn 
引 理 , 8 有 极 大 元 , 设 (Ki, 7 是 其 中 之 一 。 如 果 瑟 : 尖 玉 ， 则 有 
aE KK\K4， 从 而 按 命题 1, zi 又 可 以 拓展 成 为 由 nT 
个 棒 入 ,这 与 (Kj, 71) 是 人 的 极 大 元 相 震 眉 . 因此 , 上 1= | 
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推论 ”所 设 如 命题 2 如 果 玉 又 是 代数 闭 域 ,0 又 是 FP" 的 代 

数 扩张 , 则 如 是 区 与 0 间 的 同 构 . 

证 明 ”由 于 区 是 代数 闭 域 , 所 以 及"™ 也 是 代数 闭 的 ,此 时 人 
又 是 KK 上 的 代数 扩张 , 故 应 有 Q=K™. 
”定理 1.6 若 Q:，9。 是 下 上 两 个 代数 的 代数 闭 扩张 ， 则 2， 

与 Qs 是 了- 同 构 的 . 

证 明 ”只 要 在 上 面 的 推论 中 取 玉 = 0Q1, 7: 了 一 Qs 为 恒 同 典 入 
即 可 . 

根据 这 个 定理 ,在 定理 1.5 中 所 得 到 的 代数 闭 域 名 如 果 不 计 
同 构 , 则 是 唯一 的 ， 这 就 回答 了 本 节 所 讨论 的 课题 .因此 , 我 们 可 
以 把 定理 1.5 中 所 作出 的 玉 , 称 为 域 的 代数 闭 包 . 


$1.4 可 分 代数 扩张 


定义 1.2 设 是 五 上 的 代数 元 , 它 在 妃 上 的 极 小 多 项 式 为 ， 
m( 卫 ); 若是 m( 邓 ) ~0 的 单 根 , 则 称 双 是 丸 上 的 可 分 代数 元 ， 
或 者 ,4 在 号 上 是 可 分 的 .否则 , 就 称 入 是 叉 上 的 不 可 分 代数 元 ， 
或 者 ,在 了 上 是 不 可 分 的 . : 

对 于 五 上 的 代数 扩张 及 ， 如 果 它 的 每 个 元 素 在 卫 上 都 是 可 
分 的 ,就 称 区 是 了 了 的 可 分 代数 扩张 ， 否 则 , 就 称 作 马 的 不 可 分 代 
数 扩张 . 

在 本 章 中 , 我 们 一 般 只 涉及 代数 元 , 与 代数 扩张 ， 因 此 , 以 下 
一 概 简 作 可 分 元 ,可 分 扩张 .在 第 五 章 , 我 们 将 定义 可 分 扩张 的 一 
般 性 概念 , 希 读 者 不 要 引起 混淆 ， 

”对 于 一 个 代数 元 ,要 判别 它 是 否 为 可 分 的 ,从 上 面 的 定义 可 
得 到 一 个 很 直接 的 方法 ， 设 忆 的 极 小 多 项 式 mm( 写 ) 是 
02( 不 ) = 于 "+ 人 十 于 (1.4.1) 
所 谓 加 ( 互 ) 的 导 式 (形式 导 式 ), 是 指 
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mR)=n" + (nol) (1.4.92) 
从 高 等 代数 知 ,4 成 为 m( 邓 ) 0 的 单 根 , 当 且 仅 当 mw (w) 天 0 由 
于 m( 卫 ) 是 入 的 极 小 多 项 式 , deg m (于 ) <dsg m( 卫 ), 故 有 
命题 1 若 万 的 特征 为 0， 则 也 上 每 个 代数 元 都 是 可 分 的 ; 
从 而 也 的 每 个 代数 扩张 都 是 可 分 扩张 午 
在 了 的 特征 为 p 交 0 时， 如 果 (1.4.2) 的 右边 恒 等 于 0， 此 时 
m’(u) =0 自然 成 立 ， 即 包 是 不 可 分 的 .但 是 这 种 情形 只 有 在 
m( 卫 ) 能 写 如 "(7 之 站 的 多 项 式 p( 了 ”时 , 才 会 出 现 .因此 ,着 有 
m( 玉 ) =p(Z?), (1.4.3) 
其 中 7 是 尽 可 能 大 的 正 整数 , 则 由 m( 且 ) 的 不 可 约 性 , 可 知 pC 了) 
在 了 上 是 不 可 约 的 , 而 且 p( 邓 ) 不 恒 等 于 0。 于 是 p( 了 了 ) 就 成 为 
ur" 在 了 上 的 极 小 多 项 式 ， 这 就 证 明了 : 
命题 2 车 万 的 特征 为 p 关 0， 则 对 于 万 上 每 个 代数 元 久 
必 有 一 个 整数 e>>0, 使 得 w" 是 五 上 的 可 分 元 、 特 别 在 6e=0 时 ， 
ww 本身 是 可 分 的 . | : 
定义 1.8 ”车 代 数 元 入 在 了 上 的 极 小 多 项 式 具 有 形式 
mR)=(T—D"=X"—g, oo€EF,r>0 
其 中 jp 是 了 的 特征 , 就 称 4 在 上 是 纯 不 可 分 的 , 或 者 , 了 上 的 
纯 不 可 分 元 、 若 代数 扩张 区 的 每 个 元 素 都 是 至 上 的 纯 不 可 分 
元 , 则 称 开 是 歹 的 一 个 纯 不 可 分 扩张 . 
从 以 上 的 定义 可 以 见 到 , 了 的 元 素 既 可 作为 万 上 的 纯 不 可 分 
元 ,自然 又 是 了 上 的 可 分 元 , 这 种 二 重 性 , 只 有 五 的 元 址 才 具备 
至 于 要 判断 一 个 代数 元 是 否 纯 不 可 分 ,下 面 的 命题 更 为 有 用 . 
命题 3 在 特征 为 p 交 0 的 情形 下 ,也 上 的 代数 元 %, 若 满足 形 
式 如 2 一 4EF 的 等 式 , 则 它 是 也 上 的 纯 不 可 分 元 . 
证 明 ”在 访 有 使 得 w”E 成 立 的 整数 6 中， 名 最 小 的 整数 
水 了 =0, 销 论 成 立 ， 设 rZ>1， 只 需 证 明 , XX”-6 是 4 在 ff 上 
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的 极 小 多 项 式 ， 因 若 允 的 极 小 多 项 式 为 轻 (了 ), 则 有 
m(X) Xr 一 0 

{mE me (开除 m( 卫 ) 外 无 其 他 因 式 ， 这 里 mz?(、) 雪 
示 在 (CL.4.1) 的 右边 以 aF 代替 of 而 得 到 的 多 项 式 ， 另 一 方面 , 由 
mm” 《 妈 7 ) 一 (人 7 一 殷 9( 代 ) 即 得 全) 一 二? 一 0 症 

“从 命题 3，3, 立即 得 到 一 个 事实 : 在 特征 为 2 关 0 的 情形 下 , 代 
数 扩 张 KK/F 成 为 纯 不 可 分 扩张 ， 当 且 仅 当 只 有 了 了 的 元 素 才 是 下 
上 的 可 分 元 、 由 此 又 可 得 知 ,在 代数 扩张 KK/F 中 ,所 有 关于 也 的 
纯 不 可 分 元 组 成 玉 / 态 的 一 个 中 间 域 , 记 作 下 ws. 若 开 7/ 太 是 个 有 
限 次 的 纯 不 可 分 扩张 ， 由 于 它 的 生成 元 都 是 纯 不 可 分 元 ，[ 玫 :了 

必然 是 特征 2 的 某 一 者 数 ， 但 这 个 事实 的 逆 理 并 不 成 立 , 
为 了 讨论 玉 中 所 有 关于 叉 的 可 分 元 是 否 构 成 一 个 子 域 ， 先 
引进 一 些 称 谓 和 记 法 . 令 K? 一 {ww?|zE 尺 }, 当 2D 为 天 的 特征 时 ， 
K? 是 的 一 个 子 域 . 对 于 五 的 两 个 子 域 Ta Fs, 大 中 包含 它 
们 的 最 小 子 域 ， 按 照 8T.I 的 记 法 ,可 以 守成 Era(E9)， 或 者 
Fs(FP1)， 今 简写 作 了 .8s, 并 上 且 称 它 是 本 与 了 7s 在 KK 中 的 合成 
关于 合成 的 一 般 性 概念 ,将 在 第 五 章 男 行 介 绍 ， 今 有 

定理 1.7 若 K/F 是 可 分 扩张 了 的 特征 为 p 夫 0， 则 有 
FRK? 一 及 ， 反 之 , 当下 /了 是 有 限 扩张 时 , 由 了 Kr?~ 民 又 可 导 至 
KK/F 为 可 分 扩张 . 

证 明 ” 先 证 第 一 论断 ， 由 于 ?CRFK?, 按 命题 3, 五 中 每 个 
元素 关 于 了 PK? 部 是 纯 不 可 分 的 . 另 一 方面 ， 从 FCFK?CK,U 
及 定理 的 条 件 , 可 知 区 又 是 了 PK? 上 的 可 分 扩张 根据 我 们 在 命 
题 3 之 后 所 作 的 讨论 , 此 时 应 有 了 EK&K? 一 上 

现在 设 久 /F 是 有 限 扩张 且 有 攻 = 了 RK?， 取 大 中 任意 元 
ww， 以 及 它 在 上 的 极 小 多 项 式 m( 信 ) ,假若 以 是 不 可 分 的 , 则 有 
ne (ww) = 一 0。 据 前 面 的 讨论 ,应 有 
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mT)= "om Doan, 2 (1.4.4) 

其 中 4, …, wm 不 全 为 0, 但 m 可 能 被 Pp 整 除 ， 从 (LL.4.4) 知 
{1 ， 2P ， 029 ， … WO2 
在 五 上 是 线性 相关 的 . 另 一 方面 , 往 , %,…，w” 中 在 了 上 是 线性 无 
关 的 ， 因 若 不 然 , 则 有 J 了 (对)EF[X1, 使 得 f(w) = 一 0 而且 
deg f(X)<m. 

但 deg m( 屯 )=mp>>m, 所 以 这 是 不 可 能 的 . 设 [及 :了 ] 一 mn. 我们 知 
道 , 从 下 /F 的 任 一 线性 无 关 组 ， 总 可 经 沫 加 元 素 成 为 K/F 的 一 
个 基 . 设 {4,，…， Wr 是 下 /了 的 一 个 基 , 其 中 包含 {lw …， Vw 中. 
于 是 的 元 素 mw 兴 可 类 如 : 


= 二 C4004 十， 十 Cn». 


从 而 ?= CVI + R00 
由 所 设 , KFK?， 因 此 ,KK 的 任 一 元 素 篆 可 表 如 
pc 和 人 十 十 DC202 


换言之 , 玉 一 也 (9,，-…, w9)， 由 [及 :了 一 n, 所 以 元 素 组 {009,，…，， 
w 人 下 在 五 上 是 线性 无 关 的 ， 由 于 事先 已 经 指出 , 在 fei，…，?w 对 中 
包含 了 和 红 , wr,…, w””}， 因 此 ,后 者 存 了 上 是 线性 无 关 的 , 矛盾 . 
这 证 明了 mw( 子 ) 不 可 能 写成 (1.4. 色 的 形式 , 换言之 , 4 是 了 上 的 
可 分 元 . | : 

推论 1 设 刀 ,…, ww 是 了 上 nw 个 可 分 元 于 是 了 Fla …， 
以 ) 是 五 上 的 可 分 扩张 . 

证 明 ”由 于 每 个 包 在 五 (w9, …, 忠 ) 上 既是 纯 不 可 分 的 .又 是 
可 分 的 , 故 有 E(w9，…, 码 ), j=1，…, mw， 因此 ， 

(us, Un) = PCOUY, … u?), 

令 K=F(w, *, ur). 
此 时 有 KR? 一 Fr?(29,…, wr)， 且 又 有 KK= 了 FPR? p(w, -…, w?). 
由 到 /8 是 有 限 扩张 , 从 定理 知 民 = 了 (Qa …, 2) 是 到 上 的 可 分 
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扩张 ， 前 

推论 2 在 万 的 任何 扩张 (不 必 是 代数 的 ) 玉 中 , 所 有 关于 三 
的 十 分 代数 元 , 组 成 的 一 个 子 域 . 

证 明 令 S 是 KK 中 所 有 关于 也 的 可 分 代数 元 组 成 的 集 ， 对 
其 中 任何 二 元 素 z, y( 到 0), 按 推论 1，F(w, 是 了 上 一 个 可 分 
扩张 . 因此, z 土 y，zy, 以 及 wy 都 属于 了 (xz, Y)CS， 从 而 S 是 
一 个 域 , 旦 又 是 卫 上 的 一 个 可 分 扩张 . | 

我 们 把 推论 中 的 这 个 尽 记 作 Kg, 称 它 为 了 在 内 的 可 分 代 
数 闭 包 ( 简 作 可 分 闭 包 )。 以 下 ,我们 继续 就 久 /F 是 代数 扩张 的 
情形 来 讨论 ， 

根据 命题 3 对 于 KK 的 任 一 元 素 %, 必 有 某 个 整数 e>0, 使 得 
wr"E Ks， 因此 ， 尺 是 Ks 上 的 纯 不 可 分 扩张 . 今 以 [K:Fls 记 
[Ks:F1， 称 它 是 上 /FP 的 可 分 次 数 ; UIK:FImi 记 LK :Ks], 
称 作 下 /FF 的 不 可 分 次 数 . 寺 是 有 : 

: [K:F]=[K:F]w[K:F]s. (1.4.5) 

在 尺 /ZT 是 有 限 扩 张 时 ,前 已 指出 ，[ 及 :了 Fjwms 是 2 的 一 个 逢 . 
因此 , 若 [KK: 卫 ] 与 特征 jp 互 素 , 《1.4.5) 指 出 ,此 时 基 / 了 了 是 个 可 分 
扩张 . 

对 于 了 万 上 的 不 可 约 多 项 式 , 也 有 类 似 的 概念 ， 阁 不 可 约 多 项 
式 Pp( 福 )E 了 [了 ] 可 表 如 

p(X)=g(X”), 
其 中 7 取 尽 可 能 大 的 整数 , 则 有 
dog p(X)—p'(degq(X)). 

我 们 称 deg g( 且 ) 为 p( 也 ) 的 既 约 次 数 ; 入 为 ZI) 的 不 可 分 次 数 ， 
若 a 是 pC 也) 一 0 的 一 个 根 , 它 在 下 上 显然 只 有 wo= deg 9( 工 ) 个 
不 相同 的 共 辊 元 . 
。 16 。 


可 分 扩张 也 具有 可 传 性 , 今 有 

命题 4 设 玉 /了 与 L/K 者 是 可 分 扩张 ， 于 是 工 /FP 也 是 可 
分 扩张 . 

证 明 ”只 需 考 虑 克 的 特征 为 g0 的 情形 . 工 中 关于 了 所 有 
的 可 分 元 , 按 上 述 定理 的 推论 2, 组 成 工 的 一 个 子 域 , 记 作 Ki. 显 
然 有 尺 王 Ki1， 又 从 上 面 的 论断 得 知 , 工 是 下 ;上 的 纯 不 可 分 扩张 ， 
另 一 方面 ，L/K 是 可 分 扩张 ， 故 L/Ki 也 是 可 分 的 ， 这 就 得 出 
L-K. | : 

一 个 任意 域 , 如 果 它 的 每 个 代数 扩张 都 是 可 分 的 ,就 称 作 完 备 
的 (或 完备 域 ).， 特征 为 0 的 域 自然 都 是 完备 域 ;至 于 特征 为 2 的 
情形 , 今 有 以 下 的 

定理 1.8 设 万 的 特征 为 p 坏 0、 万 成 为 完备 域 ， 当 且 仅 当 
63 一 有 

证 明 ”充分 性 ， 只 需 证 明 , 玉 上 任何 一 个 代数 元 v#0 必然 是 
可 分 的 ， 按 命题 2, 必 有 一 个 最 大 的 整数 7 之 0, 代 得 wr 是 了 上 的 
可 分 元 ， 设 

mT)= (FF) "oT ) "ta EFLX] 
是 的 极 小 多 项 式 ， 由 卫 = ?= FP? 一 …, 知 每 个 = ,WE 了 ， 
j=1,…, mo. 于 是 有 | 
m()= ("Tht . (1.4.6) 
但 这 只 在 +~0 时 才能 成 立 ， 因 此 % 是 万 上 的 可 分 元 . 

必要 性 . 设 也是 完备 域 ， 如 果 7P? 关 也, 则 有 4E 酉 Pr， 于 是 
wu 一 /ea 生 术 , 从 而 了 (ww) 是 了 上 的 真 代数 扩张 ， 由 避 =wE, 根 
据 命题 3，w 在 也 上 是 纯 不 可 分 的 。 这 表明 了 了 (ww) 是 好 上 的 一 
个 不 可 分 扩张 ,与 所 设 矛盾 . 用 

从 这 个 定理 得 知 , 并 非 所 有 的 域 都 是 完备 的 ， 今 有 以 下 的 例 
了 了: z z 
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例 设 太 的 特征 为 2 关 0.， 有理 通 数 域 了 (对) 不 是 一 个 完备 
域 .， 因 为 ,如 果 卫 (对) 是 完备 的 , 应 该 是 其 中 某 个 元 素 f (XX)/ 
g( 卫 ) 的 PpP 次 短 ， 引 处 (对 ), 9( 邓 )EF[ 卫 ]。， 由 于 % 夫 1， 等 式 
(FE)) 一 总 (9( 和 ))9 是 不 可 能 出 现 的 ， 这 只 要 考察 两 边 的 次 数 
即 可 得 知 ， 


$1.5 正规 扩张 


[ 邓 ] 中 任何 一 个 多 项 式 f( 了 ), 按 8$1.2 的 结论 , 必 能 在 也 

的 某 个 代数 扩张 玉 (例如 五 的 闭 包 ) 内 ,分 解 为 一 次 因 式 的 乘积 . 
f(T)=( 一 ty)-…( 太 一 4,)， (4.5.1) 

此 处 mn= deg f( 人 )， 当 下 具有 这 一 性 质 时 ， 我 们 说 (及 ) 在 到 
内 分 裂 , 此 时 wi,，…，WwEK， 如 果 又 及 一 了 Ga …， ww)， 则 称 
KK 是 1(X) 的 一 个 分 裂 域 ， 这 个 概念 还 可 以 扩大 于 多 项 式 组 . 设 
S 是 了 [了] 中 任意 一 个 多 项 式 组 ， 如 果 S 中 每 个 多 项 式 f( 卫 ) 都 
在 域 玉 内 分 裂 ， 而 且 下 是 由 对 了 添加 每 个 (对) =0 的 根 所 生 
成 ,此 处 了 (了) E58, 我 们 就 称 玉 是 S 的 一 个 分 裂 域 .一 个 与 分 裂 
域 密切 有 关 的 概念 ,就 是 下 面 要 介绍 的 正规 扩张 . 

定义 1.4 设 下 /了 是 代数 扩张 ， 车 对 于 了 [及 ] 中 每 个 不 可 

多 项 式 p(X 了 ), 上 只要 p( 人 对 )=0 在 尺 中 有 一 个 解 , p( 邓 ) 就 在 芭 
小 分 要 则 称 区 是 也 的 一 个 正规 扩张 ,或 者 , /了 是 正规 的 ， 若 
及 /了 又 是 有 限 扩张 , 则 称 它 是 有 限 正 规 扩张 . 

为 了 建立 分 裂 域 S 与 正规 扩张 间 的 关系 ， 先 来 证 明 两 个 命题 ， 

命题 1 设 玉 是 也 上 某 个 多 项 式 组 5 的 分 裂 域 外 是 也 的 
代数 闭 包 ， 于 是 , 由 玉 到 政 的 任何 一 个 了 -嵌入 , 都 是 的 了 ~ 
自 同 构 . 

证 明 设 玉 是 8={f:( 且 )}jey 的 分 裂 域 7: .Kp 是 一 个 
FF- 柳 入 ， 若 EK 是 某 个 fi( 耶 )=0 的 一 个 根 ， 由 于 (人 )= 
+ 18 + 


fi( 于 ), 所 以 zlwu) 也 同样 是 fi( 卫 ) =0 的 根据 所 设 ，j 户 ( 写 ) 在 
玉 上 可 分 解 为 
fi )=a( 人 -0) …( 生 一 必 )， 
因为 [对 ] 是 唯一 因 式 分 解 环 ， 故 7C4i) 必 然 等 于 fi, …, zj} 中 
的 某 一 个 ， 又 由 于 v5 是 单一 映射 , 它 在 fu1,…, ww} 上 的 作用 是 一 
个 置换 .对 于 8& 中 任何 一 个 多 项 式 , 情况 都 是 如 此 ， 因 此 有 
K"~K, 即 z 是 KK 的 一 个 - 自 同 构 。 是 
命题 2 i 是 域 的 同 构 ，S={f;( 了 )jyer 是 也 上 
的 一 个 多 项 式 组 ; 8 一 {f7( 子 )}yer 是 下 上 与 8 相对 应 的 多 项 式 
组 . 车 及 与 K' ed 与 8S' 的 分 裂 域 , 则 v7 可 以 拓展 成 为 (至 

少 一 个 ) 同 构 uw: K 一 K'. 

”证 明 首先 考虑 5S 只 含 一 个 多 项 式 f( 对 ) 的 情形 ,不 失 一 般 
性 , 不 妨 设 f( 卫 ) 在 万 上 是 不 可 约 的 , 并 且 deg (了)>1， 此 时 
KK 是 了 上 的 有 限 扩 张 , 令 [ 区 :FP]=n。 今 对 mn 使 用 归纳 法 , 假定 
在 扩张 次 数 <n 时 ,结论 已 告 成 立 . / 

首先 , 多 项 式 "(了 ) 在 PF' 上 是 不 可 约 的 , 且 与 /( 子 ) 有 相同 
的 次 数 ， 若 尺 与 分别 是 /()=0 与 J/"(Z)~0 在 区 与 K" 中 
的 一 个 根 ,我 们 令 
f O70 CE 不 (1.5.9) 
v (VU) 一 2 ， 
不 难 验 明 , 通过 线性 运算 , v 可 以 扩大 成 为 从 了 (ww) 到 (的 一 
个 同 构 , 仍 记 作 >。 按 规定 的 方式 , 可 知 » 是 z 在 五 (x) 上 的 拓展 ， 

MEK:F()] <IK:F), 以 及 归纳 法 的 前 设 , 可 知 » 可 以 拓展 成 同 

构 风 :天 一 天 

对 于 8S 是 任意 多 项 式 组 的 情形 ， 采 用 类 似 于 $1.3 命题 2 的 
证 明 方式 , 即 可 获得 结论 , 兹 从 略 ， 和 缠 

在 命题 中 , 车 取 7 为 卫 的 恒 同 自 同 构 , 则 万 上 任何 一 个 多 项 


e。 19 。 


式 组 5 的 分 裂 域 , 除 也 - 同 构 外 ,将 是 唯一 的 . 

定理 1.9 设 玉 /了 是 代数 扩张 K/F 成 为 正规 扩张 , 当 且 
仅 当 到 是 也 [ 卫 ] 中 某 个 多 项 式 组 的 分 裂 域 . ~ 
”证明 必要 性 ， 设 {wijyey 是 区 /了 的 一 个 基 ， 令 fi( 子 ) 是 
ui 的 极 小 多 项 式 ， 由 定义 知 玉 是 S={f;( 卫 )}yey 的 分 裂 域 . 

充分 性 . 设 玉 是 也 [X] 中 多 项 式 组 8 的 分 裂 域 ; 又 设 (XX) € 
[了 了] 是 不 可 约 多 项 式 ， 并 且 f( 卫 )=0 在 KK 中 有 一 个 根 w， 令 
作 是 万 的 一 个 代数 闭 包 ， 它 包含 丸 ， 车 aE 台 是 (了)=0 的 任 
何 一 个 根 ， 按 定理 1.3 的 推论 2， 存 在 一 个 - 同 构 7: 了 (wD) 王 
(a)， 使 得 v(w)=a， 设 K' 是 8S 在 了 F(a) 上 的 分 裂 域 ， 据 命题 
2, t 可 以 拓展 成 同 构 :>K'，jw 自然 是 了 - 同 构 ,又 因为 K' 丑 
全, 据 命题 1, 应 是 玉 的 一 个 - 自 同 构 , 即 及 *=K'= 玉 .这 证 
明了 a=z(w) 一 1(w) EK, 因 此 , KK/F 是 正规 的 午 : 

从 这 个 定理 立即 认识 到 ,如 果 及 /五 是 个 正规 扩张 , 是 它 的 
一 个 中 间 域 , 则 下 / 恕 也 是 正规 扩张 ， 由 此 再 结合 上 面 的 命题 2， 
即 有 z 

推论 设 玉 /FF 是 正规 扩张 如，B' 是 它 的 两 个 同 构 的 中 
闻 域 ，r 是 其 间 的 了 - 间 构 。 于 是 可 以 拓展 成 为 的 了 了- 自 司 
构 . 和 . : 

对 于 有 限 扩张 ,还 有 如 下 的 结果 : 

命题 3 设 玉 / 不 是 有 限 扩张 ，[ 玉 : 开 ]s=mo， 又 设 入 是 了 了 
上 一 个 包含 及 的 正规 扩张 . 于 是 ， 从 羽 到 恰 有 wo 个 不 同 的 
及 -嵌入 . 
证 明 no=1 时 ,车 下- 了 ,结论 自明 ; 否则 , 羽 / 刀 是 纯 不 可 
分 扩张 . 对 于 每 个 wE 刁 ， 必 有 整数 r 关 0， 使 得 巡 E7 此 处 Zp 
是 五 的 特 证 令 z 是 从 下 到 要 的 了 - 杠 入 ， 于 是 

v0)? =7) =, 
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从 而 (Ce 一 人 这 示 明 了 Y 只 能 是 便 后 嵌入 , 故 绪论 成 立 . 
其 次 考虑 /FF 是 单 代数 扩张 的 情形 , K = 了 Fw). 由 
[fF (uu) :Fls=no>1, 
按 $1.4 命题 4 前 面 的 论述 ，w 在 上 恰 有 no 个 不 同 的 共 思 元 ， 
设 为 乌 =2 …', VW。 这 mwo 个 元 素 者 属于 广 , 故 映射 
uu, 3=1, 
可 以 确定 mw 个 从 了 (ww) 到 内 的 六 和 而 且 只 有 这 内 个 严 
骨 入 . 

设 mo>>1， 并 和 且 结论 对 于 <no 的 情形 已 告 成 立 。 此 时 有 可 分 
元 EK\F, 从 而 PCFP(W)CRsCKCN 如 果 了 (Ww)=Kg 结 
论 已 在 上 一 段 证 得 . 因此 不 妨 设 了”(w) CKs. 前面 已 经 捉 到 , 太 在 
ZF(u) 上 也 是 正规 的 , 且 又 有 [KK:P(w)]s= Us Fw)]= 信之 m0， 

- 现在 先 来 证 明 一 条 引 理 ; 

引 理 设 召 是 代数 扩张 KK/F 的 中 间 域 ， 入 是 万 上 季 合 K 
的 正规 扩张 . 如 果 从 吾 到 入 有 m 个 不 同 的 ZF- 柑 入 , 以 及 从 到 
六 有 t 个 不 同 的 吾 - 嵌 入 , 则 从 天 到 广 有 mt 个 不 同 的 了 了- 搓 入 ; 

证 明 设 久 (j=1,…, mm) 是 从 召 到 六 的 mr 个 握手 入 ;v4 
(6-1,…, 提 是 从 KK 到 的 t 个 如 - 柑 入 ， 从 定理 1.9 的 推论 ， 
在 当前 的 情形 下 , 可 以 得 知 ;能 拓展 成 入 的 了 - 自 辐 构 , 它 在 KK 
上 的 限制 是 到 到 六 的 五- 戏 入 ,现在 仍 记 作 www， 于 是 , wv 就 是 
从 天 到 六 的 了 F 撒 入 着 有 HAep 则 

p= LE AD .5.3) 

其 中 左边 是 吾 上 的 恒 同 同 构 ， 因 此 ，(1.5.3) 给 出 w= Mi， 或 者 
和 -1， 再 从 jv 一 jv1 可 得 p=24, 或 者 61、 这 示 明 了 mt 个 天- 
杠 入 jvi(j=1，…， rm; 5 一 1，…, 及 是 下 不 相同 的 、 另 一 方面 ,从 
玉 到 和 的 任何 一 个 也- 山 入 z， 它 在 加 上 的 限制 必然 是 菜 个 ps 
而 且 47z 又 是 玖 到 的 一 个 五 - 谍 入 , 设 为 wz 一 zi 因此 得 到 
。271 。 


T= Wivi. | 

有 了 这 个 引 理 , 命题 的 证 明 可 以 直接 得 出 ， 这 只 要 多 次 (有 限 
次 ) 使 用 单 代数 扩张 的 情形 , 再 据 归 纳 法 即 可 . 

作为 论证 过 程 的 一 个 附带 结果 , 今 有 

推论 设 /K 入 /F 都 是 有 限 扩张 ， 于 是 它们 的 可 分 次 
数 与 不 可 分 次 数 ,满足 以 下 的 等 式 

[L:Fls=[L:Kls[K:F]s, (1.5.4) 
[Li:iF ;w= [L:K | l KR :Fl]s. mm 

对 于 任何 一 个 代数 扩张 玉 / 瑟 , 必然 存在 万 上 包含 玉 的 正规 
扩张 , 包含 区 的 代数 闭 包 信 就 是 其 中 之 一 ， 问 在 所 有 包含 下 的 
正规 扩张 中 ， 是 否 存在 一 个 在 某 种 意义 下 "最 小 的 "正规 扩张 ?下 
的 定理 将 要 回答 这 一 问题 ， 

定理 1.10 对 于 五 上 任何 一 个 代数 扩张 太 ; 必然 存在 下 的 
一 个 代数 扩张 ,满足 以 下 诸 条 件 :FN - 

(i) W/E 是 正规 扩张 ; : 

“(ii) WW 中 任何 一 个 包含 玉 的 真子 城 都 不 是 万 上 上 的 正规 扩 
张 

“证 明 设 {wi}yez 是 下 /的 一 个 基 ， 又 设 f;() 是 ww 在 
上 的 极 小 多 项 式 ， 作 ~ {fi( 下 )}ser 在 如 上 的 分 裂 域 太 ， 据 证 
理 1.9, 和 /也是 正规 扩张 ,并 且 区 刁 W, 放 Q 成 立 ， 

设 Wi 是 六 的 子 域 ， 且 又 包含 到、 于 是 N; 包含 f;( 了 XY) 一 0 
的 要 wj, 5E7， 如 果 入/ 也 是 正规 的 , 则 和 1 包含 每 个 /( 区 ) 一 0 
的 全 部 根 , 从 而 Ws 二 入 矛盾， 因此, (让) 成立。 上午 

我 们 称 定理 中 的 这 个 W, 为 及 在 五 上 的 一 个 正规 闵 包 ， 当 
到/F 是 个 有 限 扩张 时 ,定理 证 明 中 出 现 的 了 是 个 有 限 集 ， 从 而 
N/F 也 是 有 限 扩张 ， 现 在 我 们 来 证 明 , 正常 闭 包 所 具有 的 某 种 唯 
一 性 . | 
es。 22 。 


推论 “定理 中 出 现 的 W， 除 及 - 同 构 可 以 不 计 外 ， 是 由 (i)， 
(让) 唯一 确定 的 . 

证 明 设 和 N' 是 满足 (i), (让 ) 的 另 一 个 域 . 由 (i) 与 定理 1.9， 
应 包含 8 在 上 的 一 个 分 裂 域 ， 由 (ii), WV' 本 身 就 是 S 在 也 
上 的 一 个 分 裂 域 ， 既然 六 与 V' 都 是 S 在 及 上 的 分 裂 域 ， 在 命 
题 2 中 只 要 取 75 为 下 的 已 同 自 同 构 ， 即 知 信 与 N' 是 玉 - 同 构 
的 . | 

根据 这 个 推论 ， 我 们 可 以 径 称 定理 中 的 六 为 到 在 到 上 的 正 
规 闭 包 ， 


$1.6 同 态 喘 射 的 线性 无 关 性 
设 尺 , K' 是 了 的 二 个 扩 域 ;  …， 加 是 以 天 ， 天 "作为 五 一 
代数 时 ， 从 下 到 尺 ' 的 同 态 ， 对 于 KK' 中 任何 一 组 元 素 \aa，…， 
0w), 今 规定 一 个 从 下 到 KK' 的 映射 : 


oD vi(v)a;, wvEK, 
=1 


这 个 映射 可 记 作 就 wos, 它 一 般 并 不 是 同 态 ， 如 果 它 使 每 个 2EK 
都 吴 身 到 0E KK'， 此 时 它 是 个 堆 映 射 , 记 作 0, 即 
> z704 一 0. 


如 采 对 于 kK’ 中 某 个 元 素 组 (oa ， ‘+, Qn) 关 (0, 人 0), 可 使 


翌 rm=0 
成 立 ,我 们 就 称 r， …, 7 在 "上 是 线性 相关 的 ; 否则 , 称 为 线性 


无 关 的 . 今 有 
命题 1(Dedekind) 设 zi…, wm 是 从 区 到 KK' 的 n 个 不 
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同 的 同 态 . 于 是 ,ri， ”3 加 在 天 上 是 线性 无 关 的 . 
证 明 对 % 使 用 归纳 法 .n=1 时 结论 自明 . 设 结 论 在 过 nn 时 
已 告 成 立 ， 假 若 有 天“ 中 某 组 元 素 (ai，…，ow) 关 (0，…，0),， 使 得 
Sls) =0. (1.6.1) 
对 任何 zE 下 都 成 立 ， 今 以 oy 代入 上 式 , 则 有 
Sle) =0. 
选择 yEKR, 使 得 吉 () 到 0. 今 以 z.(0) 乘 入 (1.6.1), 然后 与 上 式 
相 减 , 即 得 | 
(0) (wa) ma) ast 0) (To 49) —ma (om 


一 0. 
控 轨 纳 法 的 前 设 ,此 时 应 有 
TA TY j=1, ,nl1. (1.6.92) 


但 却 是 与 卉 ,，…, zw_1 不 相同 的 , 故 总 可 选 出 yEK, 使 得 (1 .6.2) 
不 成 立 , 而且 vw.(y) 天 0, 此 为 一 矛盾 . EE 

把 有 K 作为 它 的 素 子 域 上 的 代数 ,从 上 述 命题 即 得 

推论 1 设 w,…, 韦 是 玉 的 nw 个 不 同 的 自 同 构 ， 于 是 ， 
ru 在 区 上 是 线性 无 关 的 ， 时 : 

推论 2 设 玉 , K' 是 也 的 二 个 扩张 , 并 且 , [及 :了 ]=n. 于 
是 , 至 多 只 有 % 个 从 到 KK' 的 了- 同 态 . 

证 明 设 {in 是 开 / 下 的 一 个 基 ， 假 设 tThpi ， 
是 % 十 iI 个 从 下 到 开 ' 的 不 同 的 了 - 同 态 ， 考 虑 方程 组 


n 十 1 
之 TC) j=0, 6=1, “人 


这 是 含 1 …， 蔗 s+ 的 讨 性 方程 组 由 于 未 知 元 的 个 数 多 寺 方 
程 的 个 数 ， 记 以 在 “中 有 非 零 锋 (wy,，…， 0471)， 因 距 ， 
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区 相生 


b= 之 710 


不 是 零 喘 射 ， 另 一 方面 ,KK 中 每 个 “ 沸 可 写 如 X; ann， wuE 卫 . 
于 是 ， 


括 十 1 
凡 (2) 一 {7 > Vi ) 0 一 之 Ty (@ua0:) oy 
扶持 


i 
一 之 di 2) zj)o00 一 0， 


i 


矛盾. 上 
本 节 的 命题 和 推论 , 在 以 下 将 要 讨论 的 Galois 理论 中 ， 将 起 
着 重要 的 作用 . 


$1.7 Galois 扩张 


从 $1.5 的 命题 1 得 知 , 对 于 了 的 任 一 正规 扩张 及 ,从 下 到 
全 内 的 每 个 也 - 幅 入 ,都 是 下 的 也 - 自 同 构 .这 种 自 同 构 , 只 要 对 它 
们 规定 适当 的 运算 ,将 构成 一 个 群 。 在 本 节 中 ,我 们 将 从 自 同 构 群 
的 角度 来 研究 有 关 域 扩张 的 一 些 问题 , 而 为 下 一 节 证 明 Galois 理 
论 的 基本 定理 作 准 备 . 
设 z 是 域 K 的 任意 二 个 自 同 构 . 今 规定 其 间 的 乘法 运 
算 . 如 下 ;， 
(2 一 CR))， EK. (1.7.1) 
尼 的 全 部 自 同 构 (包括 恒 同 自 同 构 必 ， 在 这 种 运算 下 组 成 一 个 乘 
法 群 , 记 作 Aut( 及 )， 当 及 为 了 的 扩 域 时 , 如 果 仅 考 虚 区 的 也 - 
自 同 构 , 显 然 也 成 一 个 群 , 记 作 Aub( 玉 /了 )， 它 是 Aub( 玉 ) 的 一 个 
子 群 . 
例 一 令 下 一 SS)。 对 于 每 个 0¥a€F, 令 
* 28 + 


vos F(X)/I XI (aT) /gloT), 
雍 处 fA 对 ), g( 邓 )E PL[X1]. 不 难 验 知 ,每 个 wEAut(K/ 了 FF), 而 
且 集 | / 
{vol0F0 EF} 
在 (1.7.1) 的 运算 下 ,组 成 Autt 及 /了 ) 的 一 个 子 群 ， 
设 G 是 Aut( 玉 ) 的 任 一 子 集 ， 不 难 验 知 , EK 中 的 子 集 
{EK IT) =%, TECN 
是 一 个 子 域 ,我 们 称 它 作 G 的 稳定 域 ， 今 有 
命题 1 设 ,…, 7 是 域 民 的 n 个 不 相同 的 自 同 构 ， 车 
G= {zi …， Tn} 的 稳定 域 是 五 , 则 有 [K:P]>n. 
证 明 设 [K:P|=7; {0-4.r 是 尺 / 了 的 一 个 基 ， 阁 ?是 
无 限 数 ,结论 显然 成 立 ， 今 假定 7<n, 此 时 
T1(W01) 有 1 十 Ta(Wd) 下 3 十 … 十 加 (201) 一 0 
Woncaossosoeo tos 上 ee, oor (14.7.2) 
Ti(Wr) 1 二 vol) 三 3 十 十 加 (or 和 一 0 
有 非 零 解 (a1，…， om) 关 (0, …, 0). 取 五 的 任 一 元 素 
T= 二, woER, 
以 m1， …, a 分 别 乘 入 (1.7.2) 的 第 一 个 …、 第 7 个 方程 ,然后 相 
加 ,最 后 再 以 他 ;一 oy 代入， 7 一 1，…, n， 于 是 有 : 


(a (Be)et (6 (Be) 0 
此 式 又 可 写作 
noort et (m= (D0 =0, : 
由 2 的 任意 性 ,可 知 也 zay 是 个 零 映射 ， 这 与 31.6 命题 工 的 所 


论 1 相 矛 盾 ， 上 
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在 上 述 命 古 中， 如 果 自 同 构 集 {zet， …，?z} 不 是 一 个 群 ， 那 就 
只 能 有 不 等 号 [ 尼 :机 >m 出 现 ， 因为， 或 者 是 某 两 个 , 世 的 乘 
积 Ti"zj, 或 者 是 革 个 w 的 道 r 宇 ,或 者 是 .不 属于 {za zs 此 时 
只 要 以 .mi 或 者 人 7!， 或 者 1 添 入 该 集 , 而 得 到 一 个 元 素 激 较 多 
的 集 , 其 稳 完 域 仍然 是 了 了 了， 因此, 命题 中 的 不 等 式 成 为 [K :了 ]>> 
n 十 1. 基于 这 一 事实 , 以 下 我 们 专 就 9 是 群 的 情形 来 考虑 .首先 作 

定义 1.5 设 K/F 是 代数 扩张 、 车 Aut( 玉 /) 的 稳定 域 恰 
等 于 了 ,就 称 / 了 8 是 Galoig 扩张 . 此 时 又 称 Aut(K/P) 为 E/F 
的 Galoig 群 . 

从 定义 立即 可 知 ,车 召 是 Aul( 开 /万 ) 的 稳定 域 , 则 有 慷 ， 
此 时 区 /加 就 是 Galoig 扩 张 , 而 且 Aut(K/F)=Aut(K/B). 又 
在 上 述 定义 中 , 及 /了 并 不 限于 有 限 扩 张 ， 但 在 本 节 和 下 一 节 中 ， 
我 们 只 讨论 玉 / 了 是 有 限 扩张 的 情形 ， 无 限 的 情形 ， 留 待 第 三 章 
讨论 . : 

命题 2(Artin) 设 G 是 由 域 KK 的 自 同 构 所 成 的 一 个 有 限 
群 , 阶 为 |G|. 若 G 的 稳定 域 为 也 , 则 有 [K:F]=|G|. 

证 明 令 |19|=n。， 从 命题 1 知 [KK: 了 之 n， 假 设 玉 /中 
有 "十 1 个 线性 无 关 元 WU, “0, Uns1, 今 沽 感 全 "+ 了 个 未知 天 3 
的 线性 方程 组 

TU) i 十: 十 V1 (Unri1) 太 1 一 0 
ns (1.7.3) 
Tn(UI) 民 1 十 于 (Ul) n= 0 


其 中 {zi …, To] 一 G。 方程 组 (I.7.3) 在 玉 中 有 非 平凡 解 。 在 所 
有 的 非 平 凡 解 中 ， 我 们 设 (a1,，…， w+) 是 含 非 零 元 个 数 最 少 的 一 
个 解 。 不 失 一 般 性 , 设 owt1 了 0， 于 是 有 


Ti(Uot1) 一 之 zi， ?7 一 十 ， 0 (1.7.4) 
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此 处 BLEK， 对 于 y=4, 则 为 : 
wb (1.7.5) 


从 妇 ，…， tt 在 五 上 的 线性 无 关 性 , 可 知 必 有 某 个 Bo 例如 Be 
也， 此 外 , (1:7 .是 是 is 的 最 短 表 示 ( 即 非 零 系数 的 个 数 最 少 )， 
但 G 的 稳定 域 是 万, 故 应 有 某 个 EG, 使 得 7(B,) 大 Bs. 今 以 7 
作用 寺 (1.7.4) 的 两 边 , 即 得 

tevin) = rw) eB) = Se (urB), 


7= 二 …， 9。 特别 在 rz 一 :时 ,有 


wa un (BD) (1.7.6) | 
(C1.7.5) 与 (1.7.6) 相 减 ,得 
0=S u(r(B) 一 8)， (1.7.7) 


其 中 z(B,) 关 B,。 于 是 从 (I.7.7) 可 解 出 w%. 再 以 它 代 入 (1.7.5)， 
则 将 得 到 w+ 的 一 个 更 短 的 表示 ,矛盾 . 因此 [ 尺 :也 <n, 从 而 
[IK:F]=n=|G|. 

推论 1 在 命题 的 所 设 下 ，Aut( 玉 ) 中 凡 使 得 也 的 元 素 不 变 
的 自 间 构 , 必然 属于 G. 

证 明 因 若 了 对 于 三 的 每 个 元 ao, 都 有 (oa) ==4, 且 7 生 G, 则 
以 z 添 入 G 后 ,所 得 的 组 其 稳定 域 仍 为 了 ， 按 命题 1 与 2, 知 有 

%»=|G|=[K:FI>n+1, 

才 盾 . 上 : - 

推论 2 对 于 到 的 不 同 的 自 同 构 群 , 必 有 不 同 的 稳定 域 .入 

定理 1.11 有 限 扩张 区/ 天成 为 Galois 扩 张 , 当 且 仅 当下 是 
柬 上 的 可 分 正规 扩张 . 

证 明 “必要 性 ， 设 区 /是 有 限 Galois 扩张 ; 
ea LS 。 


Aui(K/F)= {5 pr | 
任 取 wEK\P. 令 设 =w…, ww 是 z4( 习 ),…, zw,(w) 中 不 同 的 元 
素 。 不 失 一 般 性 , 设 w 一 zy(W),j 一 1，…,， 7?， 今 以 任何 一 个 却 作 
用 于 Ty(u), 则 有 THU = Ti(T(W)) — Th(W) ， 即 Aut(K/F) 的 每 个 
元 素 在 {fwi，…，vwr 上 的 作用 ,无 非 是 使 {ww4,…, wr} 作 一 个 置换 ， 
因此 , ws,，…, wr 的 初等 对 称 函 数 属于 到, 从 而 
f (XR)— (Fu) (FR —%) 
是 上 的 多 项 式 . 设 p( 且 ) EF[ 且 ] 是 f( 卫 ) 的 一 个 不 可 约 因 式 ， 
首先 ，p《 邓 ) 是 可 分 的 ， 若 PpG4) =0， 则 =zyr7 (Ww) 也 同样 是 
2( 总 ) 0 的 一 个 根 ， 因 此 ，f (XX) =0 的 每 个 根 都 是 pC 了 ) =0 的 
根 , 即 f( 卫 ) 一 p( 卫 )。 这 证 明了 K 的 每 个 元 都 是 也 上 的 可 分 元 ， 
即 及 /也 是 可 分 代数 扩张 ; 再 按 定理 1.9, 它 又 是 正规 的 。 
充分 性 、 设 尺 / 五 是 有 限 可 分 正规 扩张 ， 此 时 区 是 五 上 某 
个 可 分 多 项 式 /了 ) 的 分 裂 域 ， 令 G=Aut( 玉 /F)， 今 证 明 ，G 
的 稳定 域 就 是 已， 车 f( 卫 ) =0 的 根 全 在 也 内 ,此 时 玉 = 了 ,结论 
成 立 . 今 设 f( 卫 ) =0 有 个 根 不 在 也 内 ,n 之 J 同时 又 设 ， 当 不 
在 五 内 的 根 的 个 数 <w 时 , 结论 已 告 成 立 . 
设计 是 f( 卫 ) 0 的 一 个 根 ，w 持 也 ;又 设 姻 在 上 的 极 小 
多 项 式 为 m( 邓 )， 于 是 m( 导 )|f(X). 令 召 =Flwu)， 此 时 区 
可 以 作为 1( 且 ) 在 五 上 的 分 裂 域 ， 由 于 f(X) 0 不 在 召 内 的 根 
的 个 数 <wn， 按 归纳 法 的 前 设 ， 玉 /加 是 Galois 扩张 ， 今 以 五 记 
Aut( 玉 / 娘 )， 五 的 稳定 域 自然 是 召 . / 
设 deg m( 卫 ) 一 s; wz …, We 是 m( 于 ) 0 的 s 个 根 ， 它 们 当 
然 又 是 (于) =0 的 根 ， 易 知 , 映射 
vi WW 7 一 工 ,$8 
给 出 从 恕 到 下 的 了 柑 入 ， 由 于 下 可 作为 f(X) 在 FCw) 上 的 
分 裂 域 , 按 $1.5 命题 2, mw 可 以 拓展 成 为 及 的 了- 自 同 构 ， 仍 记 
。99，。 


作 r 故 又 有 ziEQG. 

“在 @ 的 稳定 域 中 任 取 元 素 w:， wa 目 然 也 属于 孔 的 稳定 域 ， 即 
wE 五 ， 于 是 有 
@=60 二 6nd 十 … 十 Gs 1 6EF (1.7.8) 
以 vw; 作用 村 (4.7.8) 的 两 边 ,得 

TO) 一 w 一 0C0 十 040 十 … 十 0- I=1, ,Ss, 
因此 ,上 的 方程 
03-1 广 十 … 十 C1 这 十 (C0 一 0) -0 
有 s 个 不 同 的 根 4,，…, us， 故 应 恒 等 于 0, 即 a=co€ 万 ， 这 证 明 
了 G=Aut(K/F) 的 稳定 域 是 了 了, 即 K/F 为 Galoig 扩张 . 器 
例 二 “在 有 理 数 域 Q@ 上 , 考虑 由 添加 不 可 约 方程 


和 :一 8 了 -1=0 
的 根 % 所 得 的 域 瑟 =Q(W， 易 知 二 于 与 (天 
他 两 个 根 ， 因 此 到/Q 又 是 正规 的 ,从 而 是 Galois 扩张 英和 
ro 


是 下 /Q@ 的 一 个 自 同 构 ， 还 可 以 验 知 ， 
72(2) 一 一 (1+ 一) 人 =。 
这 表明 了 Galois 扩张 玉 /Q@ 的 Galois 群 是 {i, zz, zt 全 . 
当 Galois 扩 张 尺 /FF 的 Galois 群 分 别 为 Abel 群 、 循 环 群 或 
可 黎 群 时 , 我 们 相应 地 称 尼 / 己 为 Abel 扩 张 、 循 环 扩张 .或 可 解 扩 
张 。 我 们 将 在 以 后 的 章节 中 分 别 来 讨论 。 


$1.8 有 限 Galois 扩张 的 基本 定理 . 
在 本 节 中 ， 我 们 将 证 明 有 限 Galois 扩张 的 一 条 基本 定理 ， 它 
在 方程 论 上 的 应 用 , 将 在 下 一 章 给 出 . 

。30。 | 


首先 , 从 定理 1.11, 以 及 有 关 正 规 扩张 和 可 分 扩张 的 事实 , 可 
得 一 简单 的 引 理 : | 
引 理 车 区 /FF 是 有 限 Galois 扩张 ， 召 是 /了 的 一 个 中 间 
域 , 则 天 /已 也 是 个 Galois 扩 张 . 上 
现在 令 G 一 Aut( 开 / 太 )， 互 =Aut( 开 /也 ). 由 于 如 的 稳定 
域 是 加， 这 就 得 到 一 个 从 下/ 了 的 中 间 域 加 到 G 的 子 群 H= 
Aut( 天 / 妃 ) 的 一 个 单一 对 应 ， 反 之 , 设 互 是 G# 的 任 一 子 群 , 召 是 
五 的 稳定 域 . 从 引 理 知 五 / 召 是 Galos 扩张 ， 其 Galois 群 
Aut( 天 / 玉 ) 呈 五、 但 由 81I.1 命题 2 的 推论 2， 知 有 Aut(K/B) 
及， 因此 ,在 /的 中 间 域 所 成 的 集 
EG={B|FCECK}, 
与 由 他 =Aut( 及 /也 ) 的 子 群 所 成 的 集 . 沙 = {及 | 互 己 G} 之 间 , 存在 
如 下 的 登 合 映射 
EH=Aui(R/D). .8.D 
若 必 :,,， 力 s 是 两 个 中 间 域 ; 囊 !，s 分 别 是 在 缠 .8.1) 下 相对 应 的 子 
群 , 则 如 CB 当 上 且 仅 当 HHH. 
中 间 域 至 并 不 必然 是 五 上 的 正规 扩张 ， 以 下 将 要 讨论 ,在 什 
么 情况 下 , 召 /了 成 为 正规 扩张 (从 而 也 是 Galois 扩张 ). 首先 设 B/ 
8 是 个 正规 扩张 .于 是 妃 中 元 素 a 的 fF- 共 轿 元 都 在 召 中 ， 令 
H=Aut(K/B). 
任 取 “EG, wE 晶 , 则 有 vla) EB, 以 及 
TITUT(a) 一 T 17(a) =0, 
因此 wzrE 互 . 这 表明 了 豆 是 G 的 一 个 正规 子 群 ， 反 之 , 设 万 
是 G 的 一 个 正规 子 群 , 恕 是 互 在 对 应 (1,8.1) 下 所 确定 的 中 间 域 
又 设 五 上 不 可 约 方程 f(X)=0 在 中 有 一 个 根 a， 由 于 K/F 
是 正规 的 ,P()=0 的 根 和 由 可 表 如 ro) 的 形式 ,rrEG.。 对 于 任何 
WE, 按 所 设 , 必 有 pE 晶 ,使 得 wwpv+。 于是， 
+ 81， 


~ pra)=Tpr v(m) 一 pta) =7(0%), 
即 r(o) € 加， 这 示 明 了 p() 在 如 上 分 解 成 一 次 因 式 之 积 ， 按 定 
理 1.9， 即 知 五 /F 是 个 正规 扩张 ， 从 而 也 是 Galoi 扩张 . 最 后 ， 
在 如 /fF 是 Galois 扩张 的 情形 下 , 我 们 来 看 它 的 Galois 群 与 EK/F 
的 Galois 群 之 间 的 关系 ， 
对 于 7€EAnt(K/F), 规定 89(7) = ls, 即 z 在 恕 上 的 限制， 
因此 ,9(v) EAQat( 瑟 /)， 这 样 规定 的 映射 
0: Aui(K/F) >Aut(B/F) (1.8.2) 
是 一 个 同 态 ， 它 又 是 注射 的 ， 因 为 , 按 $1.5 命题 2，B/F 的 每 个 
自 同 构 ， 都 可 以 拓展 成 为 正规 扩张 五 /五 的 一 个 目 同 构 。 另 一 方 
面 ,6 的 核 是 
ker 0~{vEAut(K/F)|r(a) =a, aE B}=Aut(K/B). 
从 而 由 《1.8.2) 可 得 到 : 
Aut(RK/F)/Aut(K/B)~Aut(B/F). (1.8.3) 
总 结 以 上 的 讨论 , 即 得 
定理 1.12( 有 限 Galois 扩张 的 基本 定理 ) 设 五 /五 是 有 
限 Galois 扩张 , 它 的 Galoig 群 是 GAut(K/F)， 于 是 有 
Gi) 在 区 /FP 的 中 间 域 所 成 的 集 6=-{B|FCEBCEK}, 与 G 
的 子 群 所 成 的 集 %*= {五 | 五 弓 03 之 间 , 有 和 合 映射 ; 
EH Aut(K/B). 
(ii) 对 于 加， Ba€ 8， 以 及 在 上 述 映 射 下 对 应 的 关 中 子 群 
是 ;, Hs 之 闻 , 关系 式 本 所 与 Hi 是 等 价 的 . 
(iii) /FF 是 Galoig 扩张 , 当 且 仅 当 互 =Aut(RV/ 吾 ) 是 G 的 
正规 子 群 ; 此 时 又 有 Aut(B/F)~G/H. 轩 
推论 1 所 设 如 前 ,车 中 间 域 吾 是 了 上 的 Galoig 扩张 , 则 有 
[HI=[K:B],， 以 及 (G:H)=[B:F], 
其 中 (G: 五 ) 是 G 关 于 子 群 五 的 指数 ， 和 
，32 ， 
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”我 们 知道 , 任何 一 个 有 限 群 ,只 能 有 有 限 多 个 子 群 .因此 , 从 
基本 定理 又 可 得 到 ， 

推论 有 限 Galois 扩张 只 有 有 限 多 个 中 间 域 ， 是 

例 一 设 玖 = Fo(Ys, …, 了 站 是。 上 含 % 个 未 定 元 了 1,…， 
7, 的 有 理 函数 域 。，( 了 :，…, 了 ,) 的 每 个 置换 都 给 出 K/F。 的 一 
个 自 同 构 ， 因 此 ,wm 文字 的 对 称 群 @ 是 下 /Zo 的 一 个 自 同 构 群 . 设 
si,，…, $s 是 关于 了 …, 世 , 的 郊 个 初等 对 称 函 数 ， 若 以 环 记 名 
的 稳定 域 , 则 有 也 二 8o(si，…，s) . 每 个 了 ;7 了 二 1 ，…,%, 都 是 方 
程 z 

fF)=R" ST) 0 (1.8.4) 
的 根 、 因此, 玉 是 多 项 式 /ZI) 在 Bo(s， …，8) 上 的 分 裂 域 ， 从 
而 [区 :Pols1, …, sn)] <nl、 但 由 $1.7 命 题 2, [K:F]=|,|= 
nn1, 故 得 出 了 一 Fols1,，…, s,), 即 玉 /了 是 以 包 , 为 其 Galois 群 的 
Galoig 扩张 ， 

我 们 知道 , 每 个 有 限 群 都 同 构 于 某 个 对 称 群 的 子 群 . 设 G# 同 
构 于 人 ,的 一 个 子 群 ,或 者 不 妨 径 设 G 是 Go。 的 子 群 ， 据 上 面 的 例 
子 , 儿 , 是 某 个 /的 Galois 群 .- 车 召 是 G 的 稳定 域 , 则 GG 就 是 
Galoig 扩 张 四 /如 的 Galois 群 .一 个 古典 的 问题 是 ; 对 于 一 个 给 定 
的 域 ,以 及 任意 的 有 限 群 G, 是 否 存在 上 的 Galois 扩张 K, 
使 得 G 成 为 K/F 的 Galois 群 ? 这 是 一 个 尚 无 解答 的 问题 ， 

例 二 设 玉 是 (有)~ 节 -2 在 Q@ 上 的 分 裂 域 .f(X)=0 
的 根 是 

YE, EM Sy. 


因此 ， 
KEK=Q(8/3, v3. 
按 定理 1.11, K/Q 是 Galoig 扩张 , [ 玉 :Q@] =6， 令 m p 是 使 @ 
。33 。 


的 元 素 不 变 , 由 
Tt: M8-V3G 22Ha/Z， 
p: Yar>itV YT, VB- Vat 
所 规定 的 自 同 构 ， 于 是 下 /Q 的 Galois 群 是 
G 一 世 v, p, vp, pr, Tpr}, 
G 的 四 个 子 群 分 别 是 ， 
Hi=t{, 7}; Hs={, p}; Hs={, vor); 
H,= {, vp, pv}. 
与 它们 相对 应 的 稳定 域 分 别 是 ， 
BQ(/ I); BQ(—1t~ 3 3 3) 
_no/—1-—-~V3i 3a/5Y. 加 -3 ， 
EQ(—i— Ms VI) -QED. 


在 子 群 Hi, 瑟 ,Hs 中 ,只 有 豆 , 是 正规 子 群 ， 因 此 ,由 定理 
1.12, 是 Q@ 上 的 Galois 扩张 ; 而 加， 轧 ，BRs 则 和 否 ， 


$1.9 本 原 元 定理 


如 果 有 限 扩张 /是 个 单 代数 扩张 , K = 了 (我 们 就 称 人 4 
是 区 /也 的 一 个 本 原 元 ， 什么 样 的 有 限 扩 张 是 单 代 数 扩张 , 或 者 
有 本 原 元 , 这 是 本 节 所 要 讨论 的 问题 . 

定理 1.13 车 有 限 扩 张 K/F 是 可 分 的 , 则 它 有 本 原 元 ， 

证 明 (Zassenhaus) 设 [K:8]=n 之 1. 作 攻 在 了 上 的 正规 
闲 包 入， 由 于 及 /了 是 可 分 的 ， 按 $1.5 的 命题 3， 从 到 到 入 愉 
有 %* 个 也- 黎 入 (其 中 可 能 及 的 了- 自 同 构 ). 设 这 % 个 -嵌入 


是 Ti 一 5 Ts,… Tn， 令 
Bi= {aEKRK |v(0) =—a}, I=2,., %,. (1.9.1) 


它们 是 了 /了 的 mw 一 1 个 中 间 域 ;每 个 如 ;大 ,上 且 
“名 34 各 


[Bi;: F<n/2. 

今 将 证 , 必 有 某 个 EEK，, 满足 征召 /, 7 一 2,…, %w， 由 此 得 
知 公 关于 了 的 次 数 为 ”% 即 
[FOO):F]=n, 

从 而 KK =F(w). 

为 证 明 上 述 论断 ,我们 先 证 一 个 一 般 性 的 引 理 ， 

引 理 设 广 是 也 上 的 一 个 % 维 向 量 空间 {wv1,…, wj 是 它 
的 一 个 基 ， 又 设 大 中 的 子 集 


8S-| 公 emile=% 赴 (4.9.2) 
=1 


于 是 ,中 每 个 维 数 为 m( < 已 的 子 空间 WW, 它 包含 S 中 元 素 的 个 
数 应 志 2". | : 
证 明 令 {04,…, ec 是 到 关于 了 的 一 个 基 ， 如 果 
sESNW, 
则 有 . 
s—D on, C/EF; 以 及 $= do, d=0, 1 
w= Daw, . an€EF, 1 一 工 ， 1 
由 应 有 线性 方程 组 
全 cm- ds, $=1, :1 (4.9.9) 
由 于 方程 组 (1.9.3) 的 系数 矩阵 和 增 广 矩 阵 秩 均 为 m, 它 的 唯一 解 
0c1,，…, Cm 可 由 8 的 mr 个 4 所 唯一 确定 、 当 58E€8 时 ， 只 能 是 
0, 1, 因此 ， 由 它们 给 出 的 * 至 多 只 能 有 2 个 . 
对 天 / 以 及 中 间 域 五 7 一 2，…，% 使 用 这 个 引 理 ， 于是， 
每 个 五; 全 多 只 包含 S 中 2” 个 元 素 , 再 使 用 一 个 初等 不 等 式 (证 
? 35 。 


明 略 )， 
(n—1)22<9 (n>1), 
即 知 存在 EK ,满足 4 持 刀 i, 7 一 2,…, n。 定 理 即 告 成 立 ， 
例 设 
K-Q(V2, V3). 
此 时 下 /Q@ 是 4 次 的 可 分 扩张 , 而 县 是 Galois 扩张 。 它 的 @- 自 同 
构 为 51==6， : 
va A PA i, MNS3PM 3; 
Ts : VV V2, MV 3H> 一 V3, 
te VoP-V/, V3P-V3. 
相应 的 三 个 子 域 分 别 是 、 
Eo= (EK ln) -dQ 
B=~{EFK|vs(%) 一 分 =QCv 2); 
B=~{zEKIn) = 他 =-QCVE6)， 
KK/Q@ 有 一 个 基 1l，V3，\/ 了， 6}. 由 (1.9.2) 所 规定 的 子 
集 是 
S=6 二 6 246 ssV3+e v6, 0;=0, 1., 
易 知 , 元 素 vv 2 十 \ 3 不 属于 s,s, Bs4， 因 此 , 它 关于 @ 的 次 


数 是 生 即 
EK-Q(VI+VE). 


$1.10 范 与 迹 
设 尺 / 柬 是 个 有 限 扩张 , [及 :sno, 任 取 碑 上 一 个 包含 民 
的 正规 扩张 ， 于 是 有 mo 个 从 玉 到 太 的 万 - 幅 入 ， 记 作 %,…， 
Tn， 今 对 KK 的 任 一 元 素 ,规定 
NuzO=( 首 ww) “ (1.10.1) 
并 且 称 作 « 关 于 也 的 范 又 规定 
. 36 ， 


Trir(z) = [EK: Flo 加 本 (四 ， (1.10.3) 


并 且 称 作 ” 关于 到 的 迹 . 

在 作 以 上 的 规定 时 , 虽然 涉及 到 一 个 包含 K 的 任意 正规 扩张 
NN/F, 以 及 从 下 到 的 了 - 杠 入 4 …，zr 但 从 以 下 命题 可 以 
见 到 , 它们 实际 上 与 入 及 的 取 法 是 无 关 的 . 

命题 1 车 zwEK 关于 了 了 的 极 小 多 项 式 为 


m( 且 ) = 及 ‘十 C1 恒生 1 十 … 十 Or， (1.10.3) 
则 有 z z 

Ng/r(%) = ((—1)"6) [3 (4.10.4) 

Pajp(o) = — [RK:F()lo. “(1.10.5) 


证 明 设 季 ( 筷 ) 的 既 约 次 数 是 ro， 即 [FP(%) :FJs=ro。 按 
81.5 命题 3 有 ro 个 从 卫 (o) 到 和 的 玖 -嵌入 ma …， 及“ 且 每 个 
几 都 能 拓展 成 六 的 了- 自 同 构 , 仍 记 作 jy， 若 [下 : 也 (w)]s 一 so, 则 
有 个 从 玖 到 和 的 互 (o)- 代 入 , 记 作 号 ww， 据 81.5 的 引 
理 , 从 而 有 soro 个 从 下 到 彬 的 拱 入 por(j=1, …, 70; 5 一 1， 
0)， 但 soro= [KK:F(w)]s[F(z) :Pls 一 [区 :Fjs 一 mw， 所 以 
jovi 恰 是 no 个 从 尺 到 太 的 也 -嵌入 ,从 而 (1.10. 了 ) 又 可 写 如 


NE/r(%) = (I I Wivi(®) je 

j=1 j=1 

一 (五 La) Je 
j=l 

_ 村 人 neem }: Fina 

(1 wi(g) Je Cee): Pyne 
j=1 

但 Eco as 等 于 m(X) 的 不 可 分 次 数 , 即 
m(X)= ( 1\ (~ p(w) Pm, 


ed7 。 


从 而 c 一 (-D"(JI wi(w) ee, 
以 此 代入 上 式 的 右边 ， 即 得 (1.10.4); 作 类 似 的 论证 可 得 
( 工 .10.5) 四 
“从 这 个 命题 立即 可 知 ， 对 于 任何 EK, Ngjr (wz) 与 Tgjp(%) 
都 属于 也. 此外, 又 有 以 下 的 四 
推论 设 L/ 区 是 有 限 扩张 ，[ 工 :了 ] 一 m.， 于 是 ， 对 于 任何 
ZE ,有 
Nyr (2) = NEP(T))™: Trr(%)= m(TE/p ls)). 
范 与 迹 的 基本 性 质 , 可 由 以 下 两 个 命题 得 知 ， 
命题 2 设 区 /FF 如 前 . 今 有 z 
Ci) Nr/r(wy)= Nr/sr(T) NE (Y); 2 YEK 
(ii) 对 于 4EF, 有 Ngjp (0) 一 QT; 
(iii) 车 L/LK 是 有 限 扩张 ,wEL, 则 有 
Ni (w) =— Ng/p(NiE(®)). 
证 明 设 访 , 5 如 前 .对 于 wz, YE 天 ,由 定义 有 


NE/n(2Y) 一 (I Tj(2Y) 产 洒 tn = (1 TL) TY) Emam 


=-( 开 vi) je (11 vj(Y) a Flens 
=Ng/r(v) NE/r(Y). 
因此 (i) 成 立 ， 当 w=a€E 析 时 ,wy(4) =g， 从 ( 民 .10.1) 可 得 
Ny/ (0) = (@™) EE: PYns — QE Phe — oR:PY 
故 (让 成 立 ， z 
为 证 明 (ii 应 取 六 是 有 上 任何 一 个 包含 一 的 正规 扩张 . 设 
no= [KK:Fls, mo=[L:Kls. 于 是 mono 二 LL: Pls, 令 ,= 
…, mo, 是 从 下 到 太 的 也- 撒 入 ,5 一 1，…， mo 是 从 卫 到 六 的 
天 -代入 .每 个 上 可 以 拓展 成 的 也 - 目 同 构 , 仍 记 作 wy， 于是， 
。 3 ， 


nomo 个 jv 乃 是 从 工 到 NW 的 了 - 典 入 ， 按 定义 ,有 
Ni/r(%w) = (HL 1 pri(w) )” ls 


= (1 p(T ly (2) ) CL:EJins Ta 


(Hit) Yee 
: = Ng/r (Nisg(w)), 
故 《iii) 成 立 . 量 

对 于 迹 , 有 全 然 类 似 的 结论 ， 

命题 3 所 设 如 命 盘 2. 今 有 

(Ci) Trr(wty) = Tr/r(2) + Tra/r(Y); », YEK; 

(ii) 对 了 4€EF, 有 Tg/r(@) = {[K:F]a; 

(iii) 对 下 CE ERKR, 有 Trp las) =aT kr(%); 

(iv) 若 L/K 是 有 限 扩 张 ,zs EL 上 , 则 有 

Dir(w) = Tr Tr/r(y)). 

证 明 (i)，( 让 )，(iY) 的 证 明 类 似 于 命题 2 之 证 ， 从 略 . 至 

于 (ii), 只 须 以 和 了 乘 入 人 .10.3) 的 右边 ， 从 而 有 
(co)r 十 Go 一 十 … 十 dc 一 0. 

结论 由 民 .10.5) 得 出 . 和 

范 与 迹 的 概念 还 可 以 通过 另 一 途径 来 建立 . 今 考 虑 下 是 三 
上 的 有 限 维 向 量 空间 . 设 {eou …,? 叶 是 它 的 一 个 基 . 对 于 wEK， 
令 


20 洒 一 aN, 0 一 工 名。 (1 .10.6) 
; 


由 此 确定 向 量 空间 KK/ 的 一 个 线性 变换 ，4 一 (44y) 61-4.…n 是 它 
的 矩阵 、 当 下/ 了 的 基 改 换 时 ， 由 同一 元 素 “ 所 给 出 的 变换 ， 其 
盾 阵 是 相似 的 此外， 和 4 的 特征 多 项 式 (了 ) = det( 召 并 一 4) 与 
基 的 选 法 无 关 ， 由 于 了 (wz) = 0， 我 们 称 这 个 人) 为 2 的 域 多 项 
。89。 


式 . 2 的 域 多 项 式 与 > 所 在 的 域 有 关 ， 

我 们 先 考虑 及 = 也 (wz) 的 情形 ， 设 关于 卫 的 极 小 多 项 式 
m( 尺 ) 由 (1.10.8) 给 出 。，4 一 (6) isc1r 是 % 关 于 基 {1, w,…， 
z" 二 所 确定 的 线性 变换 的 矩阵 ，f (全 ) 是 4 的 域 多 项 式 ， 首先， 
f( 卫 ) 是 个 首 系 数 为 1 的 7 次 多 项 式 ， 由 m( 且 )]f( 且 )， 故 应 有 
f(X)==m( 卫 ); 但 从 了 (XX) 一 det(BX 一 4)， 


知 有 : cr=(—1)’ det 4, 
以 及 ~ Qn. 
因此 
N pcoyr lr) 一 det A (4.10.7) 
Tree) = au. (1.10.8) 


我 们 要 证 明 ，(1.10.7) 与 (1.10.8) 存 以 K 代替 了 (zw) 时 ， 仍 然 正 
确 .此 时 只 须 把 4 作为 zZ 在 天 上 所 确定 的 变换 (关于 任何 一 个 革 ) 
的 乍 阵 即 可 .为 此 , 先 作 一 般 的 考虑 ， 设 {1,，…, um} 是 L/K 的 
基 ; {91,…, 2 中 是 上 /了 的 基 ， 于 是 ， 
fo ?= 2, =1, 7} 

是 /的 一 个 基 . 设 %=mr. 我 们 把 基 {wvtyy=1…mst=1…,r 作 如 下 
的 编排 : 规定 

WD UV 
当 昌 仅 当 了 < 六 或 者 ,1 一 ?52 所 ， 经 过 这 样 编排 后 , 把 这 个 基 记 
为 {201,，…， 20n} .对 于 wEK, 令 

vw—D WV;, 2 一 二， 有 7 


以 A= (Gey) tl sr 记 它 的 矩阵 ， 又 令 


1 
w= 之 Cx, ZL=1,.…, 


以 O= (em) 1,w-4.r 记 它 的 矩阵 ， 从 编 序 的 方式 ， 不 难 见 到 ， 当 
丰 | 一 冯 了 | 一 太 以 及 下 一 如 < 时 ,有 cm 一 wi 而 在 其 他 情形 , 则 
ocx 一 0. 因此 ,年 阵 C 可 以 表 如 
, A 
i 
\ 攻 
即 在 对 角 线 上 都 是 4, 其 他 为 0。 这 个 矩阵 今 简 记 作 4” .由 此 
立即 得 到 
det O = (det A)”, > Cu = 3 iis 
现在 回 到 所 要 证 明 的 情形 上 来 ， 设 
[K:F]=n, [EK:F(W)]=m, DR LIFG):IFI=7. 
今 记 w 在 FP(w) 中 所 确定 的 变换 矩阵 为 4 一 (qi))iztn 而 
在 中 所 确定 的 为 4 二 (gp)41-4…n， 于 是 ， 按 上 面 的 证 明 ， 
有 
det A= (debA’)™, > Gu=m > dl,. 
再 从 命题 1 的 推论 , 以 及 (1.10.7)，(1.10.8), 即 得 
Nir(o) ~ (Nicey (0)) "= (det 4)w 一 det A, 
Tre/p(t) =m(T py)) = m > Qt -> nu, : 
从 论证 的 过 程 ， 还 可 以 见 到 ,如果 作为 下 的 元 素 ， 其 域 多 项 式 
JI) 应 为 (2( 王 )) 
归结 以 上 的 讨论 , 我 们 有 
命题 和 ”所 设 如 前 ， 又 设 w 阶 矩阵 4 一 《ay) 是 元 素 EK 关 
于 KK/ 了 的 任何 一 个 基 所 确定 的 变换 的 和 矩阵。 于 是 
NE/s(7) = det 4, (1.10.9) 
Tr (%) =Dan. (14.10.10) 


。 dl: 


又 若 太 入 ) 是 2 的 域 多 项 式 ，m( 征 ) 是 w 在 五 上 的 极 小 多 项 
式 ,出 有 /六 ) 一 Cm( 斑 ))", 此 处 m=[K:P(0)]. 下 

推论 ”所 设 如 前 ， 元 素 wEK 成 为 /了 的 本 原 元 ， 当 且 仪 
当 的 域 多 项 式 在 下 上 是 不 可 约 的 . 上 


$1.11 判 别 式 

令 {oo4,…, 2} 是 区 /了 的 一 个 茜 ， 作 % 阶 矩阵 CT (waon)). 
我 们 称 行列 式 det 《Typ 《win07)) 为 基 {1，…，tw} 的 判别 式 ， 记 以 
GG …， Wr) 车 {04，…， 06} 是 区 /也 的 另 一 个 基 , 则 有 

wh = ap, “一 荆 ， ""*， 
此 处 4= (asia 是 变换 的 矩阵 , 而 且 是 非 奇异 的 ， 由 
wh 2 一 (2 mo > Go ) 一 > > Wt mm Ws, 
按 $1.10 命题 3, 知 有 
Der Cartao ) 一 > > andn TE/F (wnvr) 。 
因此 ， 
da0t, ***, WwW) = (det A)d (ww1, »**, Yn), (1.11.1) 

此 处 det 4 是 五 中 一 个 非 零 元 ， 这 个 事实 表明 , K/F 的 任何 二 个 
基 的 判别 式 , 只 相差 了 中 一 个 非 零 元 的 平方 . 因此 ,我 们 可 以 说 
域 /了 的 判别 式 为 0, 或 者 不 为 0， 是 指 它 的 任何 一 个 基 的 判别 
式 为 0, 或 者 不 为 0, 今 有 

命题 1 有 限 扩张 及 /FB 的 判别 式 为 0， 当 且 仅 当 对 于 每 个 
EK, 名 有 4/P(O) = =0. 

证 明 充分 性 显然 . 今 设 /FP 的 判别 式 为 0 fu “0n} 
是 天 /二 的 一 个 基 . 按 所 设 ， (PRjFCGD007) 3,4=1,…r 的 列 问 量 在 万 
上 是 线性 相关 的 。 从 而 存在 中 的 元 素 组 
。48 « 


(01, 机 cn) 头 (0， ”” 0), 


使 得 

Ey oT Cn) 一 0， $=1, + %. (1.11.2) 
作 w=ciwi 十 … 十 cot。 显然 这 是 天 中 一 个 非 零 元 ， 它 使 
得 


Trp (i0) = Tas( mu 之 oojj 


TaDomes) -Ror on) 0 


对 每 个 和 = 工 …， n 都 成 立 ， 对 于 下 的 任 一 元 素 z, 必 有 BER， 
使 得 4 一 aB， 令 B=0i01 芋 … 十 bi2w,， bE 于 是 有 
Typ(w) -Tr/s(> bv ) = EbiT w/a Cre) -0. | 
推论 车 下 /F 的 判别 式 为 0, 则 了 瑟 的 特征 pz0, 并 且 
p|[K:F]. 
证 明 由 $1.10 命题 3， Tun D = LK: ]， 因 此 必 有 p 整 
除 [K:F]. 时 : 
域 的 判别 式 是 否 为 0 这 个 事实 ， 可 以 用 来 刻 划 有 限 扩张 的 可 
分 性 ， 今 有 
定理 1.14 有 限 扩 张 区 /F 是 个 可 分 扩张 ， 当 且 仅 当 K/P 
的 判别 式 不 为 0. 
证 明 ”如果 及 /也 不 是 可 分 扩张 , 则 也 的 特征 p 尖 0, 并 且 
[K :Fli:=p, 6e>0. 
按 (1.10.2), 此 时 了 了 xyr(w) 一 0 对 每 个 2EK 都 成 立 ， 从 而 /了 
的 判别 式 为 0. 
现在 设 及 /FF 是 可 分 的 ， 按 本 原 元 定理 ， 有 KF) 若 4 
在 上 的 极 小 多 项 式 表 如 红 .10.3), 此 时 位 , ww …, 2 全 是 慌 / 万 
的 一 个 基 。 取 包含 开 的 一 个 正规 扩张 , 令 人 =W Va, pr 是? 
"A 。 


的 全 部 了 - 共 罗 元 ， 按 迹 的 定义 ( 昼 .10.2), 有 
Tp (Ui) > wiut. 
因此 ， 
1 1 ，: | 


161 Ua ii Vir | 


dll1, %, ,Wu 1) =—|det| ， (1.11.3) 


WU U2 | 

个 一 wl oe 

由 于 妇 ，，…, Ww 是 互 异 的 ,上 式 右 边 的 Vandermonde 行列 式 天 0. 

即 域 及 /的 判别 式 不 为 0。 时 
(1.11.3) 的 右边 ,经 计算 应 为 

HH)’, 


从 包 的 极 小 多 项 式 

m(X)=H(F—), 
知 有 m (we) = Tyr), 
因此 又 有 


| "tr—1) 
Num (0) = (DD) 7 I I) 


即 {1 …, Ww 二 的 判别 式 又 可 表 如 


和 (一 了 


G1, 2 po) 一 (一 人 二 Nr/rlm (%)). 

从 定理 与 命题 1, 立即 得 到 

推论 1 有 限 扩 张 及 /玉成 为 可 分 扩张 ， 当 且 仅 当 有 民 的 基 
个 元 素 %, 使 得 TyrC) 尖 0. 下 

现在 设 及 /是 % 次 Galo's 扩张 , Ant(K/F) 一 {ri …, 7%)}. 
若 {a4,…, tw} 是 它 的 一 个 基 , 由 定理 , 应 有 4 (ww4,…， 20%) 天 0, 按 
迹 的 规定 ， 
44， 


Ty/r WN) 一 TWO 十 十 加 (OO 人 
=T1W)T1D) tT Ci) Tn (WI) , 

-从 而 有 

CDi (W007) N44 sn = TW E41 sn (CO 有 六 于 1 
此 处 (TW) ) ,sle nes 是 矩阵 (v10007)) ,4=1,.…s 的 转 置 矩阵 ， 于 是 : 
又 有 

QW Wn) — dot (Ter,/p C0008) ) i sls ean 
— (det(%; (007)) #41..0) 
这 示 明 了 , 在 当前 的 情形 下 , 由 基 {wr,…, ww} 所 成 的 从 降 
(TWF) isels on 

是 非 奇异 的 ， 这 一 事实 又 可 以 用 来 刻 划 Galois 扩张 的 基 ， 设 fu 
…, Wj} 是 五 中 任意 % 个 元 素 。 若 矩阵 (vw)) -1…r 是 非 奇 蜡 
的 , 则 {wi,…, tm} 在 五 上 显然 是 线性 无 关 的 ， 从 而 成 为 /的 
一 个 基 . 这 就 证 明了 z 

推论 2 设 开 / 媚 是 m 次 Galoig 扩张 {my,…, 去 是 它 的 
Galois 群 。 元 素 组 {4,，…, ww} 成 为 尺 / 也 的 一 个 基 ， 当 且 仪 当 
(zi.(W)) we1,…n 是 非 奇异 的 . | 


$1.12 循环 扩张 : 次 数 为 特征 的 等 


本 节 和 下 一 节 , 都 是 讨论 有 限 次 的 循环 扩张 ， 为 方便 计 , 分 别 
两 种 情况 进行 ， 作 为 共同 的 基础 , 先 有 一 条 关于 范 与 迹 的 定理 .为 
陈述 的 简便 计 ， 在 下 述 定理 中 ， 我 们 径 用 也 与 入 来 记 Txyz 与 
Ngr. 
、 定理 1.5 设 玉 /是 次 循环 扩张 ， zr 是 它 的 Galois 群 9 
的 生成 元 , 令 2EK. 于 是 有 

(i) 了 T(w) 一 0, 当 且 仅 当 有 茶 个 mE 民 , 使 得 w= 一 7(0); 


+ 。 


(ii) NWN(w) 二 1, 当 且 仅 当 有 某 个 BE 所 ,使 得 z=B/r(B6). 

征明 据 所 设 ，G= 也 7 py "二 ， 以 下 ， 我 们 以 72 简 记 
r(z) ， 据 定义 ， 

Ts)=z+T2+ "+o Nv) =o(r0) (vy). 
(的 充分 性 直接 可 知 ， 今 设 了 TT(w) =0。 从 定理 1.14 的 推论 ， 知 
有 2E 大 ,使 得 了 T(z) 关 0， 由 于 人 T(z) E 卫 ， 


四 ( Fy ) =72/T 人， 
取 y=z/T(z). 于是， 
7T'(y) =yTy+ 二 TT"!1y 

| 


用 二 


(2 十 T2 十 … 十 05" "2) 


7 (2) 
(| 
了 (2) “ 
现在 令 
GG=0Y+ (s+ v0) (TY) + (s+ Tot Tm) (TY) + 
十 人 z 十 20 十 十 加 0) (2). 
由 所 设 ， 《2) 一 2 二 TO 二 十 mW 一 0， 
故 vp 二 一 (78 十 十 12). 
从 而 有 ac 一 za 一动 十 (zy) + vy) 十 gw) 
—Z(T(Y)) =%, 
即 G) 成立 ， 


(过 先 看 必要 性 . 从 z=B/vB, 有 


BrB ar8 Bi 
N (9) = TB TB we vB =] 


反之 , 设 和 W(x) 一 1， 按 $1.6 的 命题 1, 必 有 某 个 yE€ 丰 ,使 得 
B=7Yy+ (v0 TY + CHL DI TY (Lp lp) ly 
46.， | 


是 个 非 零 元 素 。， 据 所 设 , A 的 最 后 一 项 是 (orz 一 wy， 以 
此 代入 上 式 ,并且 以 w-! 乘 入 等 式 的 两 边 , 可 得 
ZB=y+ (T2) Ty 十 (worap)72g 1g 
但 B= (vt) TYy+ (vrrw) y+ vr)Y 
CL i CA 
故 有 :B=75B8, 即 z=B/rpB. | 

附注 ”这 个 定理 的 Gi)， 最 先 见 于 Hilbert 的 Zahlbericht， 
被 列 为 定理 90， 因 此 , 现在 习惯 上 称 它 为 Hilbert 定理 90; 而 把 
定理 的 (i), 称 作 了 ijbert 定理 90 的 加 法 形式 ， 

在 刻 划 有 限 次 循环 扩张 之 前 , 先 给 出 以 下 的 引 理 , 它 将 使 问题 
简化 ， z : 

引 理 设 K/F 是 次 循环 扩张 ,n=mp", 这 里 Xp 天 0 是 的 
特征 ,与 2 互 素 ， 于 是 存在 个 中 间 域 吾 , j=1,…, 7, 满足 

FF=EoCBiC:ChHCK, 四 
其 中 ;是 召 ;-1 上 的 ?次 循环 扩张 ,9=1，…， 7; 以 及 天 是 五 上 
的 m 次 循环 扩张 . 

证 明 从 群 论 得 知 ， 当 G 是 循环 群 时 ，G 4 的 每 个 子 群 首先 是 
正规 的 ; 而 且 ， 子 群 和 由 之 而 得 到 的 因子 群 ， 都 是 循环 群 ， 又 若 
1G|=n, m 是 % 的 任 一 因子 , 则 G 有 一 个 ， 而 且 是 唯一 的 一 个 7 
阶 子 群 ， 从 这 些 群 论 知识 , 再 按 Galois 理论 的 基本 定理 ， 即 得 引 
理 的 结论 . 和 

根据 这 条 引 理 , 对 于 了 上 循环 扩张 KK 的 讨论 ， 可 以 分 别 两 各 
情形 进行 , (1) 也 的 特征 为 p#0，[ 玉 :可 =2 以 及 (2) 万 的 特征 
为 p 夫 0，[K :了 ]=n，(n, p) 1. 至 于 卫 的 特征 为 0 的 情形 , 可 以 
与 (2) 作 统一 讨论 。 在 本 节 中 , 我 们 限于 (1) 的 情形 、 我 们 将 对 了 
上 pr 次 循环 扩张 的 存在 性 作出 刻 划 ， 由 于 所 涉及 的 特征 总 是 
2=#0, 在 以 下 的 命题 中 , 均 不 特别 指出 . 

。42 。 


命题 1 天 成 为 严 上 的 2 次 循环 扩张 ， 当 旦 仅 当 有 革 个 ve 

KK ,使 得 及 = 了 (ww); 并 且 人 是 五 上 一 个 形式 如 
X?—X—o=0 (1 .12.1) 
的 不 可 约 方程 的 根 . 

证 明 必要 性 ， 令 G=Ant(K/F)， z 是 它 的 生成 元 ， 此 时 
有 了 (1) =1+… 十 1=p=0。 按 定理 1.15(i), 有 aEK\ 了 ， 使 得 
1=a-va， 取 %= 一 ag， 于 是 74=1+u( 关 ww)， 按 [KK: 了 本 =p, 故 
太 与 了 了 间 不 存在 真 中 间 域 ,从 而 应 有 大 一 了 (wu). 由 

Tu) = (Fu) = (1+u)?=1-+u, 
可 得 到 r(wz 一 2 一 好 一 xx 因此 如 一 属于 以 的 稳定 域 二 ， 令 
a—= ur— wu, 
于 是 久 就 是 方程 民 .12.1) 的 解 。 再 按 [K :了 F] 一 p， 所 以 (1.12.1) 
在 上 不 可 约 . : 

充分 性 ， 设 KK= 了 FP 了 Ww), 是 不 可 约 方 各 (1.12.1) 的 一 个 上 根 ， 
先 来 证 /是 Galois 扩张 ， 按 所 设 ,也 的 素 子 域 仅 含 P 个 元 球 . 
为 方便 计 , 径 记 作 0, 1, 2, …, p 一 1, 对 于 这 了 个 纪 易 知 有 多 =%% 
从 (zx 十 前 ?一 we 十 名, 可 得 

(w+ tO 一 6 一 a 一 % 一 4 一 0， 4 一 0 1,., p—1. 
这 指明 了 ，u w 十 1，…, % 十 (2 一 巧 是 代 .12. 了 的 2 个 相 异 的 根 ， 
它们 都 属于 下 ,所 以 K 玉 是 了 上 不 可 约 方程 导 .12.1) 的 分 裂 域 . 另 
外 ,从 一 4 十 4 知 民 ?一 Pr?(w)， 从 而 PK*= 玉 ， 据 定理 1.7， 
KK/F 是 可 分 的 ,这 就 证 明了 尺 /F 是 个 dalois 扩张 . 

今 任 取 TEG 一 Aut(K/F). 显然 ,7 由 咏 唯一 地 确定 ， 但 
vu 与 是 了- 共 轿 的 ， 故 有 Tw=u+b, 0 和 <2 一 I， 反 之， 映射 
ww 十 6 给 出 久 /PF 的 一 个 自 同 构 。 因此 

O°: TH 
是 由 G 到 加 群 了 的 一 个 同 构 。 后 者 是 一 个 循环 群 , 这 就 证 明了 . 
。 4d8 。 


/FP 是 循环 扩张 . | 

为 了 对 也 上 任何 yp' 次 循环 扩张 作出 刻 划 ， 先 来 给 出 它 的 一 
全 必要 条 件 

命题 2 在 任何 pr 次 循环 扩张 区 /了 中 ,必然 有 YEK, 满 足 

T(y)=TOH)=1, (1 .12.2) 

证 明 先 考虑 6=1 的 情形 。 此 时 大 = 了 (w), 4 是 不 可 约 方 
程 (1.12.1) 的 一 个 根 . 为 证 明 计 , 引用 一 个 有 关 对 称 函数 的 公式 ， 
设 cx 是 方程 

且 ? 十 4 和 9 十 十 gp 一 0 
的 良 的 六 次 宕 之 和 光一 1，…，2D2， 于 是 有 
0 十 0iOz-1 十 十 16 一 0， 8 一 工 20。 

利用 这 个 公式 于 方程 .12.1), 即 有 

Op = = 1 TH)=0, b=1,*.…, p—2. 
今 取 y 一 一 ww 了 1 于 是 全 (y) 一 二 以 及 z 

Tf) = ?= (1)°T (wr) 

=(— T(te) = (~1)T0D) (DD? 

对 于 素数 2=2， 由 一 I=1， 故 (一 1)*=1， 对 于 奇 素数 p， 恒 有 
(一 1)?+! 一 i， 因此 ,结论 对 。==1 成 立 . 

对 。 使 用 归纳 法 ， 且 假定 结论 在 e 一 1 时 已 告 成 立 ， 当 KK/F 
是 次 循环 扩张 时 ,天 中 有 唯一 的 子 域 召 , 使 得 /了 是 5” 次 
循环 子 扩张 . 按 归纳 法 的 前 设 ,存在 BE 如 ,满足 

Tar(B) =Tar(B?)=1. 
由 于 下/ 召 是 次 循环 扩张 , 故 有 下 = 加 Cw), 其 中 以 是 方程 
忆 ? 一 总 一 wx 一 0， waE 万 
的 根 ， 取 9= 一 Bu 于 是 有 
Lg/n(y) 一 一 Te/p (Trgya (Bu )) 
一 一 了 Ba E/E (w?™1)) = mr(B)=1, 
。 549 ， 


以 及 /PCD = (—1)°Tep(T gyaB? ur)?) 
: =(—1)?hypB? (Tr/p(uto)? ’) 
=(—1)? Tar(B?) = (—1)?" =1. 
. 使 用 以 上 的 命题 I，2, 可 以 证 得 有 关 pr? 次 循环 扩张 的 一 个 刻 
划 : 
定理 1.16 设 克 的 特征 为 p 夫 0. 对 于 每 个 正 整 数 e 有 上 
存在 pp 次 循环 扩张 KK 的 充分 必要 条 件 是 , 有 6E 柬 , 使 得 多 项 式 
XX? Xo 
在 了 上 为 不 可 纹 的 . : 
证 明 ”必要 性 由 命题 1 已 知 . 今 径 证 充分 性 ， 设 定理 的 条 件 
满足 ， 按 命题 I， 此 时 存在 上 的 2 次 循环 扩张 .对 6@ 用 归纳 
法 。 设 已 经 作出 上 一 个 pp-+ 次 的 循环 扩张 恕 ， 其 Galois 群 
Aut( 召 /五 ) 是 由 某 个 凡生 成 的 循环 群 ， 按 命题 2 有 BE 五 , 满足 
Ta/r(B) = Tgp/r (8?)=1., 
因此 Par (B— Bp?) 一 0， 按 定理 1.15, 有 


B— Br=w— ua (1.12.3) 
其 中 aE 力 \ 了 了 ， 用 这 个 a 来 作 召 上 的 方程 
Xp 素 _a=0， 人 2. 


并 且 设 忌 是 它 在 某 个 代数 闭 包 中 的 一 个 根 .我 们 新 言 ，vx 竺 鼠 ， 由 

于 (4.12.4) 的 全 部 根 为 . 
| V，& 十 工 …，& 十 ( 力 一 二 ) ， 

若 WEB, 则 jw, pw 十 I，… ,WW 十 《Wp--1) 就 是 


?一 人 一 w=0 (1.12.5) 
的 全 部 根 ， 从 
(w+B)?=u+B?r=u+a+ B=u+Bt+a—B+pB 
=VtB+ uo 


知 w+ 满足 (1,12. 了 )， 因 此 有 十 8 一 jt 名 妓 


* O00 +» 


B= 1 于 éE{0, 1 .7 一 癸 . 
对 它 的 两 边 取 关 于 万 的 迹 , 可 得 : 
1= 了 pp(B) 一 了 erp(RV 一 四 十 Ia) 一 0 十 他 一 0， 
矛盾 。 因此 w4 恕 ， 这 示 明 了 玉 =(w) 时 p 次 循环 扩张 从 而 
/PP 是 个 p 疡 次 的 Galois 扩张 (参见 习题 3)， 现 在 来 进一步 证 明 
它 是 循环 扩张 . 
先 来 规定 一 个 从 K 到 自身 的 映射 : 令 
， TU) = (ut B)’, 7=1, 0) np—1 
{0 =p(7), 7ER,. : 
由 于 K 的 元 素 皆 可 表 如 
号 yo XED, 


所 以 是 定义 在 怕 上 的 . tr 成 为 K 的 五 - 自 同 梅 , 当 且 仅 当 一 
TD) 一 TU 二 TU ( 王 .12 .6) 
按 Tu) = (Tu?= (UtB)=W+pB=ut+at+B? 
= 二 B+om—B+pB?=7u+7o, 
即 民 .12.6 ) 成 立 ， 因 此 7zE€Aunt(K/F). 
其 次 证 明 5 的 阶 为 pr. 设 m=p* ,m=PP， 由 
TU = 7 utB) = 十 HR 
一 二 TAB 二 NA 18=u+Tg/s (8) 
=W 二 1 
所 以 的 阶 必然 >m， 另 一 方面 , 由 
Hg 一 mW 一 mL 十 B) =ut+B+nuBt+- mp 
+*%+T hp" B=ut+pler(B) 一 2 
以 及 (7)=W(7Y) 一 7,， YEH， 可 知 7 的 阶 恰 为 PP， 换 言 之 ， 
AutCK/F) 是 由 35 生 成 的 循环 群 . 
这 个 定理 又 指出 , 在 特征 为 2z0 的 域 上 ， 只 要 有 了 次 循环 扩 
。61 。 


张 , 就 一 定 有 各 个 大 次 的 循环 扩张 


$1.13 循环 扩张 ;次数 与 特征 互 素 
本 节 将 要 讨论 , 在 Pp 不 等 于 了 的 特征 时 , PF 上 的 yr 次 循环 扩 
张 ， 这 一 情形 比 此 前 讨论 过 的 要 复杂 一 些 ， 但 我 们 仅 限于 如 下 的 
特 款 . 称 满足 台 = 工 的 元 素 & 为 及 次 单位 根 : 又 若 对 于 每 个 mn 一 I 
的 吧 都 有 5z 二 则 称 & 为 灵 次 本 原单 位 根 。 以 下 假定 盏 包含 刀 
次 本 原单 位 根 ， 我 们 将 在 这 -- 情 况 下 , 来 讨论 也 上 的 yr 次 循环 扩 
张 ， 首 先 有 z 
命题 1 成 为 上 的 p 次 循环 扩张 , 当 且 仅 当 KK= 了 (WW)， 
这 里 4 是 五 上 某 个 形 如 
不 ?一 2 二 0 (1.13.1) 
的 不 可 约 方程 的 根 . z 
形式 如 (1.13.1) 的 方程 称 为 纯 方程 ， 
证 明 必要 性 . 设 7r 是 Galois 群 Aub(K/F) 的 生成 元 ， 由 
于 LEF, 政 有 NN(L) =Lr?=1， 按 定理 1.15(ii)， 存 在 BEK\E， 
使 得 5=B/zB. 联 w=B 则 有 只 一 sw， 从 而 
TU? = (Cw)? = Lr? =u, 
即 wr?=65E 了 ， 这 示 明 久 是 方程 
/ ?b=0 
的 一 个 根 、 令 了 ?~ 5 一 f(X)g(X)， 是 卫 ?-5 在 上 的 一 个 分 
解 ,其 中 (了 ) 是 不 可 约 因 式 ， 若 Li 是 fCX) =0 的 解 , 则 对 于 每 
个 了 (0<j<p 一 二， vi(Liv) = 仍然 是 了 (了 ) 0 的 解 .因此 ， 
了 ?50 与 1( 卫 ) =0 有 同样 的 解 ， 即 了 ?5 在 上 是 不 可 约 
的 ， 从 而 [了 (ww): 了 =p, 这 证 明了 尺 == 了 (ww). 
充分 性 ， 设 玉 = 了 了 (w), ww 是 (1.13,1) 的 一 个 根 ， 于 是 ，tw 
Zoo lw 就 是 卫 ? 一 8 一 0 其余 的 根 、 因 此 ，KK/F 是 方程 


e。 2 . 


(1.13 .1 的 分 列 域 ; 另 一 方面 ， 它 又 是 可 分 的 . 从 而 /了 是 个 
Galoig 扩张 .了 映射 
u->Lu 

构成 玉 的 一 个 厂 - 自 同 构 z， 对 于 每 个 0<j<p 一 1， 有 wu= 
”Zw， 因 此 , ,5，…, x" 中 是 Ant( 罗 /了 ) 中 p 个 互 异 的 元 素 ， 再 
从 P= [K:Fl 之 |Aut(K/F)|>p, pl Aut(K/F) = 一世， ,2 
vr!}, 换言之, Aut( 玉 / 太 ) 是 个 二 阶 循环 群 ， 上 

以 上 是 一 个 与 $1.12 命题 二 平行 的 结论 ， 在 书 含 有 ?次 本 
原单 位 根 的 前 设 下 , 我 们 还 能 证 明 一 个 与 定理 1.16 部 分 类 似 的 结 
果 , 这 斌 是 以 下 的 

命题 % 设 也 如 上 ; 又 设 瑟 是 了 上 的 一 个 pr-! 次 循环 扩张 . 
于 是 , 玉 上 存在 一 个 包含 召 的 和 次 循环 扩张 KK， 当 且 仅 当 召 中 
有 元 素 B, 满 足 : 
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NayrCB) 一 6， (1.13 .2) 
此 处 EE 是 p 次 本 原单 位 根 . 计生 
证 明 必要 性 ， 设 KK 是 满足 命题 要 求 的 上 pr 次 循环 扩 
张 , 其 Galois 群 由 z 生成 ， 此 时 应 有 玉 = 恕 (w),% 是 
Xr~aEH (1.13.3) 
的 根 , 令 _==Vr!，n 一 p， 于 是 pz"EAnt(K/E), |p| =p. pu 
同样 适合 方程 (1.13.3), 因此 px= biv, 0<ié<p. 只 要 到 适当 的 正 
整数 了 ,可 使 pv 一 ty。 不 失 一 般 人 性 ,不 妨 径 令 pubu: 又 记 几 为 了 
在 如 上 的 限制 ， 它 是 Aut( 妃 /了 F) 的 生成 元 从 “- : 
pTu/Y) =T(pW) /pu= TC) /= Lru/ bu= vu/, 
可 得 知 vw/u 一 BEB, 即 v1/ 一 Bu， 由 


T= TBu) = wu(8) ‘Bu, *: 
pr ee por (B) p(B) .eB) Bu 
53 . 


- - = (Ng/r(B))u. 

男 一 方面 ,Tz"w 二 pu 一 tu， 从 而 有 Njr(B) 一 5 

现在 来 证 充分 性 , 设 8E 召 满足 NEjp(B)=6; 凡 是 Aut(B/F) 
的 生成 元 ， 于 是 

Na/r (B®)= (NE/r(B)) 一 6 一 工 
按 定理 T.15(ii), 存在 KE 如, 使 得 B? 一 a/ja， 令 入 是 及 上 方程 
?= 
的 一 个 解 .在 %E 瑟 , 则 
(Bw) = Bri = joo) ore a pl) = (aa 

因此 有 Bu=6'(uu)， 由 此 又 有 


两 边 取 范 , 得 
加 5= War(B) = Nayr(C Na EE )=1, 


矛盾 .。 这 证 明了 ww 对 名 ; 从 而 羡 一 已 40) 是 靖 次 扩张 .由 此 又 得 知 
六 /五 是 m 一 和 1 次 扩张 .再 从 可 分 性 以 及 习题 3, 即 知 下/ 了 F 是 个 
Galois 扩张 . 最 后 , 规定 一 个 五 到 自身 的 映射 + 如下: 
TU)= Bu, 
oo Ji, YEB. 
与 定理 1.16 的 证 明 一 样 , 不 难 证 明 * 是 KK 的 一 个 五 - 自 同 构 , 同 
时 它 的 阶 恰好 是 %n 一 pr， 因 此 ,Aut(K/) 是 由 7+ 生成 的 ype? 阶 循 
环 群 . 
上 述 证 明 的 关键 在 于 存在 BE 也 使 得 有 nyn(B) 一 “与 定 
理工.16 的 情形 不 一 样 ,这样 的 B6 并 不 一 定 存在 .试看 以 下 的 例子 . 
例 设 了 =Q;p=2. 此 时 二 次 本 原单 位 根 为 一 IEQ. 令 
E=QQ), w=—1. 
于 是 召 /Q@ 是 二 次 循环 扩张 , 它 的 元 素 6 泗 可 写 如 
。 4。 


(1.13.4) 


B= 必 二 av 一 1 a, EQ. 
显然, Wana(B) = 十 3 天 一 1， 即 召 中 不 存在 范 为 二 次 本 原单 位 
根 的 元 素 ， 根据 上 面 的 命题 ,Q@ 上 也 不 能 有 包含 QCv -1 1) 的 四 次 
循环 扩张 . 

上 存在 二 次 循环 扩张 . 但 不 存在 四 次 循环 扩张 的 例子 
后 在 $7.7 中 还 可 以 见 到 . 


$1.14 分 圆 域 


在 本 节 中 , 我 们 来 讨论 经 添加 次 单位 根 而 得 到 的 扩张 先 
有 一 条 简单 的 引 理 : 
引 理 1 域 也 中 所 有 的 % 次 单位 根 ， 按 乘法 运算 成 一 个 循环 
群 . 
证 明 令 吕 = 化 EF|L*-1}. 口 显然 是 有 法 群 ， 由 于 它 是 
一 个 有 限 的 交换 群 ， 所 以 可 表 作 p- 群 的 直 积 .我们 只 需 证 明 ， 每 
个 这 样 的 p- 群 都 是 循环 群 ， 令 九 群 A(p) 是 吕 的 一 个 直 积 因子 . 
在 4(p) 中 取 具 有 最 高 阶 y 的 元 素 &, 即 满足 方程 
?1, (1.14.1) 
在 4(p) 中 生成 一 个 循环 子 群 0U,; 阶 为 |0s,|=y.， 假若 0,z* 
4(p), 则 CL.14. 了 ) 在 卫 中 将 有 多 于 个 解 , 政 盾 .时 
设 玉 是 对 了 了 添加 所 有 % 次 单位 根 所 得 到 的 扩 域 , 换言之 , 是 
户 上 多 项 式 "一 1 的 分 裂 域 ,我们 称 玉 为 了 上 的 入 阶 分 圆 域 
(或 分 圆 扩张 )， 根 据 引 理 1, 它 与 对 也 添加 一 个 % 次 本 原单 位 根 
“是 一 致 的 ， 即 及 了 (L)， 在 作 进 一 步 讨论 之 前 ; 还 需 注 意 一 个 
事实 ,车 了 的 特征 为 P 关 0, mn=p7m, 此 处 (m, p) =1、 于 是 ， 
Xr 1 (XR"—1)?. z 
因此 ,下 也 可 以 作为 了 上 的 m 阶 分 圆 域 。 以 下 为 简便 计 ， 不 妨 
设 ptn 而 在 三 的 特征 为 0 时 ,m 可 取 任何 正 整数 . 


9 60。 


在 下 面 的 讨论 中 , 需要 用 到 初等 数论 中 的 Euler 函数 $$， 对 
任何 正 整数 %% 四 (n) 指 满足 1L<s<n，(6, mw) 一 1 的 整数 i 的 个 数 ， 
例如 由 (10) = 名 以 及 对 任何 素数 p,$(p) =p 一 1， 这 个 函数 的 一 
个 十 分 明显 的 意义 , 可 以 从 以 下 的 事实 见 到 : 令 了 表示 整数 和 在 剩 
余 类 环 Z/ (mw) 中 的 象 (在 自然 同 态 2->2Z/(n) 下 )， 于 是 ,7 成 为 
Z/ (mn) 中 的 单位 , 当 且 仅 当 (2 四 =1， 2 (wn) 中 所 有 的 单位 , 按 梯 
法 成 一 个 群 ， 它 的 阶 就 是 $m)， 今 有 
”定理 1.17 设 玉 是 下 上 的 % 阶 分 加 域 ,n 与 了 的 特征 互 索 . 
于 是 有 

(i) 下 =(L), 是 一 个 n 次 本 原单 位 根 

(ii) 及 /是 Abel 扩张, Aut( 玉 /了 ) 同 构 于 2Z/ (nm) 的 单位 群 
的 一 个 子 群 

(这 ) 车 [K:F] =4, 则 d|$(m). 

证 明 (由 引 理工 直接 得 出 , 由 于 下 是 上 多 项 式 邓 "一 1 
的 分 裂 域 ; 同时 , 在 定理 的 所 设 下 , 有 "一 1 是 可 分 的 ， 因 此 , 及 /F 
是 Galois 扩 张 由 G), 且 "=1 的 全 部 根 为 {1, 《3 …， 本， 
每 个 TE Aut( 及 / 玉 ) 都 可 由 vw(C) 来 确定 ， 令 : 

v= 1<o<n—l. 
这 样 就 得 到 一 卜 从 Aut( 及 /) 到 加 的 单一 映射 ， 


5 >. (1.14.2) 
再 经 环 的 自然 同 态 ZZ/(m), 即 有 
E>%, 
这 样 定 出 一 个 映射 
0: Aut(K/F) 32/ . (1.14.3) 


若 6) C(O 一 6 则 有 z4C)=53 从 而 9(51) 一 7、 一 : 
当 且 仅 当 她 二 1(mod my)， 后 者 又 等 价 于 2 一 因此 ，06 是 一 个 
从 Aua ”于 7) 到 QQ]ew 中 单位 乘法 和 同 态 ， 后 者 是 


+ 00 ， 


Abel 群 , 这 就 证 明了 (i， 至 于 (ii)， 由 (以 及 $1.6 的 命题 2 ， 
即 得 . 是 
特别 在 m= 多 时 ，2/](2o) 的 非 零 元 都 是 单位 ， 此 时 乘 群 =2/ 
(Pp) \{0} 是 一 个 阶 为 p 一 1 的 循环 群 。 因此 ， 只 要 的 特征 关 P， 
瑟 上 Pp 阶 分 圆 扩张 必然 是 循环 扩张 . 
在 也 的 % 阶 分 贺 扩 张 中 (w 与 互 的 特征 互 素 ),m 次 本 原单 
位 根 自然 不 止 一 个 , 如 在 %=Pp 时, 除 1 以 外 , 方程 卫 ?=1 的 其 他 
每 个 根 都 是 p 次 本 原 根 . 设 1,，…, br 是 玉 中 所 有 的 % 次 本 原单 
位 根 ， 我 们 称 | 
GB.() = (XTC).…( Cr) (1.14.4) 
为 了 上 第 2 个 分 加 多 项 式 ， 此 处 7 一 (mw)， 若 djn, a 次 单位 根 
自然 是 % 次 单位 根 ,而且 ,每 个 % 次 单位 根 必定 是 某 个 9 次 本 原单 
位 根 ， 这 就 给 出 了 下 面 的 分 解 式 
X"—1—I] G(X). (1.14.B) | 


现在 来 看 分 圆 多 项 式 的 系数 所 在 的 域 ， 在 n 一 1 时 ,D1( 人 ) E 
F[X], 此 处 于 是 也 的 素 子 域 ， 不 妨 设 对 所 有 的 0<n, Ge( 卫 ) 都 
是 于 上 的 多 项 式 ， 令 

1(X) =H BX). 


于 是 ,f (及 ) EF[X]. 用 f() 除 "一, 得 
Xf(X)gHF)+rT), 

姓 处 g( 卫 ), 7( 卫 ) E 卫 [和 ]. 但 另 一 方面 , (1.14.5) 给 出 且 " 一 1 一 
f(X)B,( 了 ). 从 域 上 多 项 式 分 解 的 唯一 性 , 知 有 g( 卫 ) =B,(X)， 
以 及 7( 卫 ) 三 0 这 就 证 明了 

命题 1 设 正 整数 % 与 了 的 特征 互 素 , 或 者 , 万 的 特征 为 0. 
于 是 有 

z 7 


X"™"=1]1 GX), 
d 


din 


其 中 gu( 和 ) 是 素 子 域 下 上 的 多 项 式 、 时 
例 取 卫 =Q@， 易 知 B(X)= 六 一 1 Bs) 一 了 十 
Bs() 了 1/1) = 及? 二 于 填 1 
BX) = 1/D XBX) 一 并 ?十 了 
Be(X)~—He—1/B(X) G(T) G(X) 
一 时 5 一 1/( 了 ?一 1) (2? 十 是 ++1) 
== 古 2 一 于 十 i. 
上 述 命题 指出 ,每 个 分 加 多 项 式 都 是 素 子 域 上 的 多 项 式 , 但 并 
未 涉及 它们 在 素 子 域 上 是 否 可 约 的 问题 . 事实 上 , 分 圆 多 项 式 在 
素 子 域 上 并 不 一 定 是 不 可 约 的 ， 例 如, 上面 给 出 的 
Be( 蔗 ) 一 卫 ? 一 于 十 1， 
它 在 特征 为 13 的 素 子 域 卫 s 上 , 可 以 分 解 如 下 ， 
于? 一 太 十 1=( 卫 十 3) (了 一 人 名. 
但 对 于 万 一 Q 的 特 款 , 可 得 到 较 强 的 结论 , 为 证 明 这 一 结论 , 需要 
用 到 一 个 熟知 的 引 理 
引 理 2* 设 刀 是 一 个 唯一 因 式 分 解 整 环 ,至 是 它 的 商 域 . 又 
设 (了 ) ED[Z] 是 首 系数 为 工 次 数 之 1 的 多 项 式 . 于 是 ,帮工 ) 
在 下 上 不 可 约 , 当 且 仅 当 它 在 D 上 是 不 可 约 的 重 
现在 来 证 明 
命题 2 在 有 理 数 域 Q 上 ， 每 个 分 圆 多 项 式 都 是 不 可 约 的 . 
证 明 据 引 理 2, 只 需 证 明 B,( 季 ) 在 名 [ 邓 ] 中 是 不 可 约 的 . 现 
在 设 呈 (于) 一/( 卫 )g(), (了 ) 与 g(X) 都 是 2[X] 中 首 系 数 为 
1 的 多 项 式 , 且 yg( 卫 ) 在 加 上 不 可 约 , deg g(X) 之 1. 令 是 g( 子 ) 
-0 的 一 个 根 ， 取 素数 p<n， 且 (p,m) 一， 由 于 是 (XY) 一 0 


见 [2], [7]， 
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的 根 ， 按 Pp 的 取 法 ，Z5? 也 同时 是 B,( 对 ) =0 的 根 ， 我 们 要 证 明 ， 
. 9(t?) 0， 假若 不 然 , 则 应 有 f .6”) 一 0. 设 


f(X) -Da 
于 是 ， z 
f(A?) -> @j ?9 


此 时 是 jj(Z9 = 0 的 一 个 根 、 从 2Z[ 且 ] 的 唯一 因 式 分 解 性 质 ， 
以 及 g( 节 ) 在 2Z[] 中 的 不 可 约 性 , 应 有 f(X?) 一 g(X)h(X)， 
h() EZ{X]. z 

作 自 然 同 态 >2/(p) =- 到， 以 去 记 在 豆 中 的 象 ， 再 把 这 
个 同 态 拓展 于 Z[ 邓 ]， 车 以 (及 ), 有 (及 ) 分 别 表 gC 了), h( 叉 ) 的 
象 , 则 有 

fF (Xr) =9(T)ET). (1.14.6) 
但 在 环 Zr [了 ] 中 , 大 (了 7) 一 (f( 于 ))?*， 因 此 ，(1.14.6) 又 可 写成 
(F(X))*=9(T)RT). 
这 表明 了 , 9‘ 卫 ) 在 2,[] 中 的 某 个 不 可 约 因 式 (次 数 > 了), 应 整 
除 (f( 玉 )), 从 而 整除 了 ( 玉 ). 

另 一 方面 ， 从 "一 1 一 B,《( 守 )7 (对 ) F(X) gE) TT), 有 
"1 一 了 "1 了 (于)9( 叉 )7( 卫 )， 由 于 了 (了 ) 与 9(X) 在 2 
.， [ 卫 ] 中 有 次 数 之 1 的 公共 因 式 , 故 及 "一 了 有 重 因 式 . 但 卫 *" 一 I 的 

导 式 是 mnX"! 关 0, 即 了 "一 了 不 能 有 重 因 式 , 矛盾 。 这 就 证 明了 
g(€?) 一 0. 、 

任 取 一 个 满足 1<i<n，(é, n) =1 的 整数 %。 令 它 的 素 因 子 
分 解 为 4 路 … 好 :， 对 于 每 个 21 多 次 使 用 上 一 段 的 论证 ,可知 
也 是 g( 耳 ) =0 的 根 ,因此 , 6B,( 有 也 ) =0 的 每 个 根 者 是 g( 卫 ) =0 的 
根 ，B,( 卫 ) 与 g(X) 的 首 系数 都 是 1 所 以 @,( 卫 ) yg()， 换 证 
之 ,9,(X) 在 Z 上 是 不 可 约 的 。 。 量 

。59。 


” 从 这 个 命题 ,结合 定理 1.17(ij), 立 即 梧 得 z 
推论 设 了 是 Q@ 上 % 阶 分 圆 扩张 ， 于 是 有 [F:Q] =$(n); 
并 且 , Aut(/Q@) 同 构 于 环 Z/(n) 中 由 单位 所 成 的 乘法 群 . 和 
关于 @ 上 的 分 圆 域 ， 还 有 一 个 深刻 的 结果 ， 就 是 Q 上 任 
何 一 个 Abel 扩张 , 都 可 以 是 @ 上 荣 个 分 圆 域 的 子 域 ， 这 是 
著名 的 Kronecker-Weber 定理 , 它 的 证 明 涉 及 到 代数 数论 的 知 


识 ， 


$1.15 有 限 域 


元 素 个 数 是 有 限 的 域 称 为 有 限 域 ， 上 一 节 所 提 到 的 Z。， 就 是 
坡 简 单 的 例子 .由 于 最 初 是 Galois 对 它 作 过 公理 化 的 研究 ， 所 以 
它 又 称 作 Galois 域 ， 设 也是 有 限 域 ， 首 先 , 它 的 特征 必然 是 某 
个 素数 p 关 0， 这 就 是 说 ， 卫 的 素 子 域 Fy 应 同 构 于 2,、 其 次 ,，F 
是 xs 上 的 有 限 扩张 . 设 [也 : 于 p] =% {wx,，:…, wn} 是 了/ 的 一 
个 基 。 此 时 也 的 元 素 都 可 以 表 如 
@1 Wi 二 on ow EP,. 
因此 , 了 的 元 素数 是 9g=Jr， 素 域 Fo 的 元 素 %, 都 满足 ww 一 4. 按 
定理 1,8, 了 是 完备 域 ; 从 而 她/ 卫 , 是 可 分 扩张 。 
另 一 方面 ， 由 的 非 零 元 所 成 的 乘法 群 FY 含有 9 一 1 个 元 
素 , 它 的 每 个 元 素 都 满足 
ll ; (1.15.1) 
从 $1.14 的 引 理 1, 我 们 知道 zx 是 个 循环 群 ， 又 如 果 EY 的 生成 
元 是 %, 则 有 .也 ~ 玉 ,(L)， 这 表明 了 有 限 域 总 是 它 的 素 子 域 上 的 单 
代数 扩张 ， 再 把 零 元 考虑 进去 ， 那 么 了 的 每 个 元 素 都 满足 下 ,上 
的 方程 
X= (1 .15.2) 


和 


我 们 知道 ,方程 仁 . 巧 .2) 无 论 在 了 的 哪个 代数 闭 扩张 中 ， 都 只 能 
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有 g 个 解 , 故 在 中 有 分 解 式 
X=1l (及 一 w)， 


这 表明 了 , 刁 是 了 上 多 项 式 入 ?一 到 的 分 裂 域 ; 也 就 是 $1.14 中 
所 定义 的 g 一 1 阶 分 回 域 . 结合 上 面 提 到 的 可 分 性 就是 了 上 
的 Galois 扩张 . 

为 了 弄 清 / 玉 , 究竟 是 哪 一 种 Galois 扩张 , 现在 来 看 三 到 它 
自身 的 映射 : 


p: wor. (1.15.3) 
由 pz 十 幼 一 P(O +p(y), 
以 及 p(29) 一 P(Z)P(9)， 


知 p 是 了 到 自身 的 单一 同 态 ， 再 按 (1.15.2), p 又 是 满 射 的 . 因 
此 , p 是 也 的 一 个 自 同 构 ， 方 程 了 ?= 也 只 有 pp 个 解 , 在 域 五 内 
这 只 能 是 了 的 元 素 ， 因 此 ,p 的 稳定 域 是 Fy; 或 者 ， 
PEAut(F/EF,). 
重复 使 用 坟 .15.3), 可 得 
pl: OH>o2，7 一 1，2， 
当 7=nw 时 ， 有 p(w)=z” 一 zz， 即 p*=w， 车 p 的 阶 是 a, 则 a|n， 
一 ;， 此 时 对 于 任何 wEF, 篆 有 p(w) =w” 一 w. 但 方程 耻 *” 一 蚤 
在 了 中 只 能 有 ?个 解 ， 因 此 应 有 d=m， 这 就 示 明 了 也 , p,…， 
p" 是 的 n 个 不 同 的 了 ~- 自 间 构 ,从 
|Aut P/E,)| = [PF:F,]=%, 

知 Ant(F/Ey)= {i, p，…，P : 
换言之 ，Aut(F/F,) 是 由 p 生成 的 循环 群 。 我 们 称 由 (1.15.3) 所 
规定 的 p, 为 域 了 的 frobenius 自 同 构 , 今 有 

定理 1.18 ”有限 域 了 是 它 的 素 子 域 了 上 的 循环 扩张 ， 其 
Galois 群 AutCF/Fs) 由 下 的 Frobenius 自 辐 构 所 生成 . 
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者 [F:F,} =%, 
则 玉 的 元 素 是 方程 
丰 2 一 大 
的 全 部 解 , 此 处 g 一 zr", 2 是 至 的 特征 . 反之 , 对 于 任 给 的 数 9 一 人 
必然 存在 一 个 除 同 构 不 计 外 , 唯一 确定 的 有 限 域 . 

证 明 前 一 部 分 已 告 证 明 ， 对 于 后 一 部 分 , 当 m= 工 时 ， 显 然 
成 立 ， 任 取 一 个 只 有 个 元 素 的 素 域 卫 ,, 作 它 的 代数 闭 包 鲁 ， 于 
是 方程 (1.15.2) 在 全, 中 的 全 部 解 所 成 的 子 域 了， 就 是 一 个 元 素 
数 为 的 有 限 域 , 如果 "是 另 一 个 元 素数 为 pr 的 有 限 域 , 它 自然 
是 素 子 域 了 上 多 项 式 对” 一 也 的 分 裂 域 . 了 与 ,是 同 构 的 ( 痢 
与 2, 同 构 ), 由 $1.5 命题 2, 可 知 玉 与 F' 也 是 同 构 的 . 上 

从 有 限 域 的 存在 性 , 我 们 可 以 认识 到 田 一 个 存在 性 的 事实 : 在 
特征 为 zx#0 的 素 域 于 ,上 ,对 于 任何 一 个 正 整数 %, 必然 存在 次 数 
为 n 的 不 可 约 多 项 式 ， 使 用 一 点 初等 数论 的 知识 , 还 可 以 计算 出 
F, 上 首 系数 为 1 的 % 次 不 可 约 多 项 式 的 个 数 ， 关 于 有 限 域 上 多 . 
项 式 的 另 一 有 趣 性 质 , 将 在 第 五 章 给 出 . 


$1.16 正 规 基 

设 羽 /已 是 Galo:s 扩 张 , G= {vy}jer 是 它 的 Galois 群 ， 所谓 
K/F 的 正规 基 , 是 指 形 如 {37; (WwW) 上 ye 的 茜 ,， 其 中 到 是 责 的 某 一 元 
素 ， 本 节 的 内 容 , 是 对 有 限 Qa'o's 扩张 证 明正 常 基 的 存在 性 . 

引 理 1 设 玉 是 无 限 域 , K/F 是 nn 次 Galois 扩张 ,其 Galoig 
群 为 G={v …, Tw}. 令 : 

fAX)=f RI1, pw Rs) EK[X1, ,XT,]. 

若 对 于 下 的 每 个 元 素 z, 都 有 f(zi(w),…, T(z)) 一 0, 则 了 ( 芝 ) 恒 
等 于 10. 

证 明 任 取 玉 /了 的 一 个 基 {twi, …, oj。 令 
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g (Ys, 了) z 
=f(PYmilw), ee, DYns0)). (1.16.1) 


对 于 也 中 任何 一 组 元 素 (tmy,…, 0%)， 代 入 上 式 的 (Yi …, 了 了))， 
据 所 设 , 应 有 g(a, …，w) =0， 由 于 也 是 无 限 域 , 故 9 应 恒 等 于 
0( 习 题 4. : 
另 一 方面 ， 按 定理 1.14 的 推论 2，n 阶 方 阵 (v4G0w7) 4s.6on 
是 非 异 的 . 它 在 五 中 的 逆 抢 阵 设 为 (ys)oy=t em。 由 
XDYm), 5- 
可 以 解 出 
YS yyR, j=1, .nh 
以 此 代入 ( 民 .16.1), 有 
RD R= 9 ,YF,) =0. 
因此 (对 ) 恒 为 0. 于 
定理 1.19 每 个 有 限 Galois 扩张 , 必然 有 正规 基 . 
证 明 设 人 在/ 了, G 如 前 今 分 别 两 种 情况 证 明 . 
(1) 是 无 限 域 . 令 TWI 一 md1。 当 J] 固定 时 , 易 见 
dH> 7 9) 
给 出 数字 1 …, n 的 一 个 置换 . 作 五 上 的 多 项 式 
f (Xi, ,XZ,) =det((Xrop)osmtn),. (1.16.,2) 
若 以 (了 1 …， 不 ,) 一 (1，0,…, 0) 代 入 上 式 , 可 以 见 到 , 右边 行列 
式 的 每 一 行 和 每 一 列 , 各 有 一 个 元 素 为 1， 而 其 余 元 素 都 是 0. 因 
此 f(1, 0, …, 0 一 土 1, 从而/ (于 ) 不 恒 等 于 0， 在 以 .16.2) 中 ， 
车 以 zz) 代 且 ,, 则 该 式 可 写 如 
j zi DP), ,Tn(w)) = deb( (ps,n (8)) ,s,s) 
= det、 Vp (27 sn)s 
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此 处 < 可 取 天 中 任 一 元 素 . 据 引 理 , 必 有 某 个 XEK, 代 入 上 式 后 
使 得 det《(viwi(w))i,3=1,…r) 到 0， 据 定理 1.14 的 推论 2， {v1(w)， 
…，Vn(tD)} 是 /了 的 一 个 基 . 
(2) 了 为 有 限 域 .对 于 这 一 情形 的 证 明 , 需要 一 些 线性 代数 
中 的 知识 ， 首先，KK 作为 也 上 的 m% 维 向 量 空间 ,在 了 为 有 限 域 
时 , KK/ 了 是 循环 扩张 ， 令 G= 刀 , 5,…, 是 它 的 Galois 群 ， 
此 时 435 又 可 作为 向 量 空间 KK/ 了 的 线性 变换 . 只 要 疝 量 空间 K/F 
是 关于 7 的 循环 空间 ， 定 理 即 告 成 立 . 现在 引用 一 个 既 知 的 事 
实 ”. 
引 理 2 设 了 是 地 上 的 ” 维 癌 量 空间 , 是 它 的 一 个 线性 变 
换 . 玉 成 为 关于 ?的 循环 空间 ， 当 且 仅 当 的 极 小 多 项 式 的 次 数 
是 m. 
根据 这 个 引 理 ， 今 考虑 z 的 极 小 多 项 式 的 次 数 ， 由 于 G= 了 
T,，…, 1 ， 按 81.6 命题 1 这 nn 个 自 同 构 在 娘 上 ， 从 而 在 也 
上 ,是 线性 无 关 的 ， 因 此 v5 在 上 的 极 小 多 项 式 的 次 数 nn 一 1. 
另 一 方面 , ”=t。， 故 7 的 极 小 多 项 式 的 次 数 怡 等 于 w， 定 理 的 证 
明 即 告 完成 **. | 
习 是 
1. 设 玉 XX)EFTX] 在 如 上 不 可 约 。 若 大 和 ) = 一 0 在 它 的 某 个 分 裂 域内 
只 有 单 根 , 就 称 (入 ) 是 可 分 的 。 证明 ,代数 扩张 下/F 是 dalois 扩张， 当 且 
仪 当 人 
. 3. 设置 是 下 上 多 项 式 了 (CX) 的 分 错 域 , dogJ( 久 ) 一 .车 pI[LK:F1, 证 
了 明 ?" 
: 设 训 是 下/F 的 一 个 中 间 域 ;上 且 BE/F 为 Galois 扩 张 若 玉 是 FLEX] 
组 多 项 式 在 电 上 的 分 天 且 玖 /五 义 是 Galois 扩张 ， 证 明 五 /已 是 
Cralois 扩张 ， 
9 见 [3], pp.299—300, 
*#) 另 一 种 证 法 见 [7j，。 
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4. 设 矿 是 无 限 城 ，f(XHI，…，X。) E 玉 [Xi，…， 车 对 于 Fw 中 
任何 一 组 元 素 (at …，an)， 都 有 ja …， am)=0, 则 应 有 f(X1,…,， Xn) 
恒 等 于 0. 

5. 设 玉 /是 代数 扩张 ， 证 明 ,不 成 为 代数 闭 域 , 当 且 仅 当 下 上 每 个 次 
数 > 工 的 方程 ,在 五 中 必 有 一 解 . 

6. 证 明 ， 定 理工 .4 的 证 明 中 作出 的 8， 实际 上 是 太 的 一 个 代数 扩张 . 

7.〈 王 湘 浩 ) 对 站 上 代数 闭 包 的 存在 性 , 作 如 下 的 论证 : 对 于 F[Xj] 中 
首 系 数 为 1 的 任意 多 项 式 

f(X)=X"— GK 1+ + (1) "Gpn, 
令 符号 人 7 和 mm 与 它 对 应 ; 又 令 op1…, Om 是 1,…, 信 sn 的 个 初等 对 称 
少数 . 设 5 一 {Xn …, Xn}; 8 一 Uy. 在 多 项 式 环 FL5S] 中 ， 以 上 记 由 U {on 
-ay…, 04n 一 Qn} 在 PES] 生 成 的 理想 ， 类 似 于 定理 1.4 的 证 法 , 得 出 玉 的 
一 个 扩张 及 , 它 是 五 的 一 个 代数 闭 包 ， 

8. 设 尺 /了 是 有 限 扩张 。 证 明 , 玉 /F 成 为 单 代数 扩张 ， 当 和 且 仅 当 KK/F 
只 有 有 限 多 个 中 间 域 . 由 此 又 可 证 明 , 单 代数 扩张 的 子 扩张 也 是 单 代 数 扩张 。 

9. 设 请 的 特征 为 np 和 于 0; x, y 是 下 上 二 个 代数 无 关 元 ， 证 明 ， 

LF(%, :FY?, y°)1=p’; z 
并 且 (Cw, )/FCzx?, Yy?) 有 无 限 多 个 中 间 域 . 
10. 设 玉 = 了 (X)， 求 关于 Ff- 自 同 构 集 
z {T: X31— X. p: XP>1/X} 
的 稳定 域 ; 以 及 扩张 次 数 [ 下 :8]。 其 次 ,证明 有 理 式 
(X?— K+1)/(X— XED, 
并 从 而 求 出 对 在 五 上 的 极 小 多 项 式 . 

11. 证 明 , 玉 /F 成 为 纯 不 可 分 扩张 ， 当 是 仅 当 存在 一 个 只 含 纯 不 可 分 元 
素 的 集 &, 使 得 六 一 六 4S). 

12. 设 也 的 特征 为 p 和 0， 车 元 素 a 关于 下 (az) 是 一 个 可 分 元 , 则 有 

aEF (oa). 

13. 求 X4 一 2 在 名 二 Z/(5) 上 的 分 裂 域 . 

14， 证明 义 ? 十 素 十 1 在 Zs 二 2Z/(2) 上 是 不 可 约 的 ; 并 求 出 它 在 Zo 上 的 
分 裂 域 . 

15. (Artin-Quigley)。 设 下 是 Q@ 上 的 代数 闭 扩 张 , 4gEK\Q. 令 妈 是 


* 00， 


处 中 不 包含 “的 极 大 子 域 ( 按 包含 关系 )， 证 明 

(1) 玉 /M 是 代数 扩张 ; 若 1 不 是 完备 域 , 则 /MM 是 纯 不 可 分 扩张 

(2) 存在 某 个 素数 p, 使 得 对 于 M 上 任何 一 个 有 限 正规 扩张 N, [N :MM] 
都 是 2 的 竹 数 . 

(3) [M(Q):M]=p; M(a)/M 是 正规 扩张 ,此 处 2 是 (2) 中 所 给 出 的 素 
数 . 

16. 设 了 的 特征 为 p 关 0 证明, 卫 ?~ 及 a 在 所 上 可 约 , 当 且 仅 当 存 在 
某 个 ue, 使 得 有 4=w? 一 wx 

17. 利用 上 一 题 的 结果 以 证 明 : 若 在 五 上 有 一 个 p 次 循环 扩张 K1， 于 
是 ,对 于 每 个 自然 数 nm, 总 有 扩张 列 

PCEKEIC.. :CKR,, 

使 得 下 /及 ;1 是 p 次 循环 扩张 ,j=%， 

18. 设 丰 的 特征 为 p 寺 0, 下 一 h(t) 是 上 次 循环 扩张 证 明 , 五 中 


”元 素 a 满足 形式 如 


及 ?一 及 一 CC 一 0， cEF 
的 方程 , 当 且 仅 当 &a=iw+b, 此 处 7 是 整数 ,bEF. 
19， 设 所 的 特征 与 2 互 素 ， 或 者 为 0; 了 中 含有 wp 次 本 原单 位 根 LK= 
(Ww) 是 了 上 的 p 次 循环 扩张 . 证 明 ,天 中 元 素 a 满足 避 上 的 纯 方 程 ， 当 且 
i eh 
. 设 |F|=9, f(XX)EKTX1] 是 不 可 约 多 项 式 . 证 明 , f(X)|X* 一 了 ， 
wk dog OX) Ii, 
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第 二 章 方程 的 Galois 理论 


用 根 式 求解 高 次 代数 方程 的 问题 ， 是 Galois 理论 产生 的 源 
泉 。 在 本 章 中 ,、 我 们 把 上 一 章 所 介绍 的 有 关 Galois 扩张 的 理论 ， 
应 用 于 这 一 古典 问题 ， 我 们 将 给 出 代数 方程 可 用 根 式 求解 的 一 个 
群 论 的 刻 划 ， 从 而 阐明 为 什么 一 般 的 高 次 方程 不 能 用 根 式 来 求 
解 . 


$2.1 多 项 式 的 Galois 群 


设 f() 是 域 了 上 的 多 项 式 , 玉 是 (对) 关于 万 的 一 个 分 列 
域 ， 所 谓 多 项 式 f() 在 万 上 的 Galois 群 。， 或 者 方程 1(X)==0 
在 五 上 的 Galois 群 ， 是 指 自 同 构 群 Aut( 及 /也 )， 这 个 定义 并 不 
依赖 于 分 裂 域 及 的 选择 , 这 由 $1.5 的 命题 2 可 以 认 知 . 

定理 2.1 设 G 是 (了 )EF[X] 在 上 的 Galois 群 , 于 是 
有 z z 

(i) G 同 构 于 某 个 对 称 群 E, 的 子 群 。 

(ii 车 (了 邓 ) 无 重 因 式 , 则 (了 ) 在 上 不 可 约 , 当 且 仅 当 G 
同 构 于 , 的 一 个 传递 子 群 ， 又 当 了 (及 ) 在 丈 上 为 不 可 约 时 ， 有 
deg /(X)|IG|. | 

证 明 设 刀 …，w 是 f( 卫 ) 0 在 某 个 分 裂 域 尺 中 的 全 部 
相 异 的 根 . 每 个 EAut( 玉 /了 )， 都 给 出 {ww，…, tj 的 一 个 唯一 
的 置换 .这 也 可 以 作为 文字 {L, 2，…, 叮 的 一 个 置换 , 记 以 ss, 于 
是 rF> sr 就 是 一 个 从 G 到 ,内 的 单一 同 态 , 即 (i) 成 立 . 
”现在 来 看 (说 )， 此 时 玉 = 了 (ws， …， 纹 ) 是 也 上 的 Galoig 扩 
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张 , [ 尼 : 丽 ] = 18、 对 于 弛 交 由 三) 在 五 上 的 不 可 约 性 ，wh> 
给 出 也 (ww) 与 也 (wy) 闻 的 一 个 同 构 ， 这 个 同 构 可 拓展 成 K 的 一 
个 - 自 同 构 ， 因此, G 同 构 于 名 , 的 一 个 传递 子 群 .在 当前 的 所 
设 下 , 又 有 deg F( 工 ) = [了 (w):F]; 后 者 能 整除 [KK:F]==1G|. 因 
此 , deg (XX)||G|. . 

反之 , 设 G 同 构 于 ,的 一 个 传递 子 群 ， 令 p( 邓 ) 是 f( 耻 ) 在 
如 上 的 一 个 不 可 约 因 式 ， 且 有 p(oua) =0， 对 于 任何 ww 9 一 2，…， 
mw 必 有 YEG， 使 得 z(a)=w， 因此 pi)=p(z(iD)=TC2Cua)) 
=0, 即 下 (对) =0 的 每 个 根 都 是 p( 卫 )=0 的 根 , 故 f( 了 了 ) 在 上 
不 可 约 ， 这 就 证 明了 (i).、 和 

根据 这 个 定理 , 可 以 把 ( 卫 ) 在 五 上 的 Galois 群 等 同 于 某 个 
对 称 群 的 子 群 , 也 即 A( 卫 ) =0 的 根 的 置换 群 . 以 下 来 考虑 在 也 扩 
张 后 , f( 卫 ) 的 Galois 群 将 有 何 变化 . 

定理 3.2 设 f( 卫 )EF[ 了 ]; 加 是 了 上 的 一 个 扩张 .于 是 ， 
fF( 了 对) 在 如 上 的 Galois 群 卫 , 同 构 于 f( 邓 ) 在 上 的 Galois 群 G 
的 一 个 子 群 车 区 , 工分 别 是 (了 邓 ) 在 了 恕 上 的 分 裂 域 ， 且 K 
CL, 则 有 [L: BI|[K:F]. : 

证 明 设 f( 且 )=0 在 荆 内 的 根 为 …, ,于 是 有 

L= Be, tn); RK=Fu ,un). 

由 定理 2.1, 五 与 G 都 可 以 作为 {1, …, w} 的 置换 群 . 取 7YEH. 
令 0:TH> Tx. 
由 于 下 /了 是 正规 的 ， 所 以 9() 是 玉 的 一 个 了 - 自 同 构 ， 因而 9 
就 是 从 互 到 G 的 一 个 同 态 . 若 rlr 是 玉 的 恒 同 自 同 构 ， 则 使 每 
个 好 不 变 ， 此 时 也 使 五 的 每 个 元 不 变 ， 即 是 吾 中 的 单位 元 
:， 这 示 明 了 6 是 单一 的 , 从 而 互 同 构 于 G 的 一 个 子 群 . 

在 所 设 的 条 件 下 ，L/E 入 / 厂 都 是 Galois 扩 张 ， 按 $1.7 
命题 2,， | 五 |=[ 工 :B], |Gi= [KK:F], 故 又 有 [L:B]|[IK:F]. 上 
。 58。 


例 一 设 f( 了 了 )= 卫 "-1EQ[X]; 卫 是 Q@ 上 任 一 扩张 .大 三) 
在 Q 上 的 分 裂 域 为 分 圆 域 Q(C), 《是 1 的 % 次 本 原 根 、f( 有 ) 在 
忆 上 + 的 分 裂 域 是 (LC)，、 由 $1.18, Aut(Q@(L)/Q@) 是 Abel 群 ， 因 
此 ,作为 它 的 子 群 , f( 玉 ) 在 五 上 的 Galois 群 也 是 Abel 群 。 这 说 
明 (LZ)/ 玉 是 Abel 扩张, 其 扩张 次 数 是 [Q@():Q@] =$(n) 的 一 个 
因子 . 
定理 2.2 的 后 一 断言 ,在 KK/ 不 是 Galo:s 扩张 的 情形 , 并 不 
一 定 成 立 ， 例 如 , 取 Q@ 的 扩张 =Q(33), K=Q@(L.323), 
为 1 的 三 次 本 原 根 ， 又 令 -Q@(3W3,)， 此 时 荆 / 召 是 Galois 
扩张 ，[ 卫 :而 =2、 但 玉 /Q 不 是 Galois 扩张 ，[ 尼 :Q] =3， 显 然 
[ 厂 : 可 不 能 整除 [入 :Q]. 

上 面 已 指出 ,可 以 把 (了 ) EF[X] 在 了 十 的 Galois 群 9, 直 
接 作 为 某 个 总 , 的 子 群 ， 我 们 知道 ，&, 中 所 有 的 偶 置换 组 成 一 个 
指标 为 2 的 正规 子 群 , 即 交错 群 i,， 此 时 GN%0, 是 G 的 一 个 正规 
子 群 , 它 在 G 内 的 指数 只 能 是 1 或 2，- 

命题 1 设 万 的 特征 浆 2，f( 下 ) EF[] 是 个 无 重 因 式 的 多 
项 式 ; KK 是 它 的 分 懂 域 ,车 (下)=0 在 下 内 的 根 为 w，…, wn; G 
Aut(/F), 则 GN 的 稳定 域 是 了 (4), 这 里 


4 一 HL Wi) = (Wi— Va) (td 一 Us 站 (Wi 一 u,). : 


(2.1.1) 

证 明 首先 , GN 的 稳定 域 恕 包含 了 与 4, 因此 BB 二 F(4). 

在 所 设 条 件 下 , 按 定理 1.12, 有 [8: FI] 一 (G:GN 吧 ), 即 [B: 了] = 

1, 2， 今 设 [ 轨 :了 ] 一 2， 取 G 中 任何 一 个 奇 置换 z， 易 见 5(4) = 
4. 因此 FCF(A)EN, 从 而 B= 了 (4 上映 

我 们 称 5= 下 为 多 项 式 f( 耻 ), 或 者 方程 1 了) =0, 的 判别 式 

(的 特征 天 2)， 如 果 f( 玉 ) 又 是 不 可 约 的 ， 它 就 与 .11.3) 所 介 

s* 9 。 


绍 过 的 概念 是 一 致 的 . 
推论 所 设 如 前 . 态 冬 ) 在 环 上 的 Galois 群 G 是 交错 群 外 
的 子 群 , 当 且 仪 当 于 ) 的 判别 式 是 了 中 的 平方 元 . | 


以 下 我 们 来 考虑 域 上 三 次 及 四 次 多 项 式 的 Galois 群 。 为 方便 
计 , 设 域 的 特征 关 2, 3， 此 时 三 次 多 项 式 (于 ) 一 邓 ?十 全 ?二子 
+QE€ FLIX], 总 可 变形 如 了 ?+p 时 十 g 的 形式 . 

引 理工 设 卫 如上， 车 f()= X tpX tg 无 重 因 式 , 则 它 
的 判别 式 等 于 一 4 一 279 

证 明 设 思 对 )=0 在 某 个 分 裂 域内 的 三 个 根 为 Ww，ws, ws. 


于 是 有 
w= — Pui— 9; %=1, 2, 3. 
Wi Us Us = 0 2d4 Vs 十 WU1 Us 十 ta Us—= Pp; 一 2 Ws Us= gq. 
它 的 判别 式 是 人 = (4 一 za) (wi 一 Ua)*(Ws 一 U8)”. 经 计算 ， 即 可 得 
到 =-4p -27097, | 


由 于 &s 的 传递 子 群 只 有 Es 和 fs， 故 对 于 三 次 不 可 约 的 
(于 ), 可 根据 其 判别 式 来 确定 Ga'o's 群 是 &s 或 并 . z 

例 二 f(X)=X3+3X?— 了 -1EQ[X]. 令 g(X)=f(X 
-1)== 卫 ?一 4 耻 十 2， 据 Eisenstein 判别 法 ， 这 个 多 项 式 在 @ 上 
是 不 可 约 的 . 从 而 f(X)=0 只 有 单 根 ， 设 为 vi， Wa, Us. 此 时 wi 十 
1], Ws 十 1，vVs 十 1 是 9(X) 一 0 的 根 ， 因 此 ，g( 广 ) 与 (了 了) 有 相同 
的 判别 式 .， 据 引 理 1， 这 个 判别 式 等 于 148. 由 命题 1 的 推论 ， 
f( 了 了 ) 在 @ 上 的 Galo's 群 是 Ss 而 在 及 上 的 Galois 群 就 成 为 
qs. : 
现在 设 f(X)E8F[X] 是 一 个 四 次 多 项 式 .在 讨论 它 的 Galoig 
群 之 前 , 先 来 作 一 个 有 关 的 三 次 式 如 下 ; 设 刀 , us, ws, 4 是 XX) 
一 0 的 四 个 根 . 令 
YN。 


Q=u Ust us Us  B 王 人 如 十 oa Us 了 一 帮手 十 za la, 
作 h(£)= (Toa)(F—B) (TF—7Y). 
由 于 h( 且 ) 的 系数 是 a, B, 7 的 初等 对 称 函数 ， 故 又 是 ,wa, ts， 
ws 的 对 称 函 数 ， 因 此 属于 了 ， 即 h( 全 )EP[X]. 我 们 称 h( 肚 ) 是 
f( 广 ) 的 三 三 次 预 解 式 . 

命题 2 当 四 次 式 f( 子 ) 无 重 因 式 时 , 它 的 三 次 预 解 式 (了 ) 
也 无 重 因 式 . f( 卫 ) 与 4( 卫 ) 又 有 相同 的 判别 式 ， 

证 明 在 所 作 的 前 设 下 , 若 有 a=B, 即 wi ta 十 Us Ws 一 Ui Us 十 
sa Wa, 则 U1( Us — Us) — Us (Usg— Ws) . 由 此 导 至 Wi 一 W4,， 号 或 者 Ws 一 ws， 
矛盾 ， 命 题 的 后 一 断言 , 由 定义 经 直接 验算 即 得 征 

以 下 仅 就 F( 互 ) 是 四 次 不 可 约 可 分 多 项 式 来 讨论 . 此 时 大 ( 忆 ) 
的 分 裂 域 为 五 = 玉 (a, B, 7), 它 是 也 上 的 Galois 扩张 . 由 w，A， 
7 的 规定 , 知 g 中 使 妃 成 为 稳定 域 的 子 群 是 Klein 四 元 群 ， 

B= {(1), (12) (34), (18) (24), (14)(23)}. (2.1.2) 
8, 是 & 的 正规 子 群 ,因此 G 几 8 是 G 的 正规 子 群 , 按 定理 1.12， 
BB/F 的 Galois 群 是 G/GN 吕 6， 另 一 方面 它 又 同 构 卫 及 ( 卫 ) 在 
五 上 的 Galois 群 . 据 定理 2.1, 也 就 是 &s 的 子 群 。 因 此 ,|G 站 83,| 
只 能 是 6, 3, 2, 1. 但 |G| 应 是 4 的 售 数 ( 由 于 f( 耻 ) 不 可 约 )， 故 
1G| 只 能 是 24, 12, 8 与 4 所 以 |G/GNn8s|=6 只 有 在 G= 人 ,时 
才 出 现 。 至 于 |GVGn&s| =3, 1， 则 分 别 对 应 于 Gi，G 一 8.。 
此 外 ， 若 有 ( 互 ) 在 下 上 不 可 约 ， 其 Galois 群 的 阶 应 被 3 整除 ， 因 
此 , |G/G NN 如 ,| 只 能 是 6 与 3， 又 如 果 其 判别 式 不 是 也 中 的 平方 ， 
出 群 的 阶 为 6， 此 时 G=s， 否 则 ， 当 判别 式 为 五 中 的 平方 ， 则 
1G/G NN 鸡 ,| =3, 此 时 G= 吨 ， 归 结 以 上 的 讨论 , 即 有 

命题 3 设 /() 是 五 上 四 次 不 可 约 的 可 分 多 项 式 ，G 是 它 
在 上 的 Galois 群 NM) 是 它 的 三 次 预 解 式 ; 媚 是 (天) 的 分 弄 
域 。 于 是 


e 7 了 。 


GD Gs, 当 且 仅 当 [ 如 :了 ] =6, 或 者 ,h( 卫 ) 在 了 上 不 可 约 ， 
且 判 别 式 不 是 到 中 的 平方 ; 
(ii) G 一 和 WV， 当 且 仅 当 [及 :了 ] 一 3, 或 者 ，h( 卫 ) 在 上 不 可 
约 , 且 汰 别 式 是 了 中 的 平方 ; 
(iii) G = 内 当 且 仅 当 [B:F]=1. | 
还 剩 下 一 个 情形 ,就 是 [B:F1=|G/GN8Bs|==2, 设 |G|=4， 
IGNnB|=2， 此 时 GG 只 能 是 以 下 三 种 传递 子 群 之 一 : 
{C1), (1234), (13)(24), (1432)}; 
{(1), (1324), (12) (34), (1423)}; (2.1.3) 
{(1), (1842), (14) (28), (1248)}. 
GN 分 别 是 {(1), (13) (24)}，{(1)，(12) (34)}，{(D),， (I4) 
(23)}， 它 们 都 不 是 gs 的 传递 子 群 ， 若 G 是 (2.1.3) 中 的 第 一 个 
子 群 ， 则 了 (这 ) 在 a 上 可 分 解 为 因 式 (这 -wi) 《太一 wa) 与 (于 一 Wz) 
( 互 一 好 ) 之 积 ， 对 于 G 是 其 他 二 个 子 群 时 ，f( 耻 ) 在 加 上 也 有 相 
应 的 分 解 。 反 之 ， 若 (和 ) 在 召 上 能 分 解 , 则 Gn 见 , 的 阶 必然 是 
2, 从 而 |G| = 4, 此 时 G 应 是 (2.1.3) 中 的 一 个 . 
其 次 设 |G|=8, |G NWs|= | 加,| 一 4， 此 时 G 是 包含 仙 在 内 
的 一 个 8 阶 传递 子 群 ， 在 SS 中 , 它 只 能 是 下 列 之 一 : 
{(1), (24), (1234), (13) (24), (13), 
(1482), (12) (34), (14) (23)}; 
{(1), (23), (1248), (14) (23), (14), 
(1342), (12) (34), (13) (24)}; (2.1.4) 
{(1), (34), (1324), (12) (34)，(12)， 
(1428), (13) (24), (14)(23)}. 
不 论 G 取 (2.1.4) 中 的 哪 一 个 ,都 有 G> 同 ， 即 (对) 在 召 上 的 
Galois 群 为 传递 子 群 器， 因此 , f (也) 在 如 上 是 不 可 约 的 . 反之 ， 
车 (对 ) 在 轧 上 不 可 约 ， 则 G 只 能 是 (2.1.4) 中 的 一 个 ， 这 就 证 
。 TO 。 - 


明了 
命题 4 所 设 辣 命题 3 并 且 [ 如 :了 7] ~ 2， 于 是 有 
GD G 取 (2.1.8) 中 的 一 个 , 当 上 且 仅 当 J( 互 ) 在 如 上 能 分 解 为 
二 次 因 式 之 积 ; 

(ii) G 取 (2.1.4) 中 的 一 个 ， 当 且 仅 当 .ff( 卫 ) 在 九 上 是 不 可 
约 的 . 

例 三 ”多 项 式 了 :一 2€EQ[X] 是 可 分 多 项 式 ;又 按 Eisenstein 
判别 定理 , 在 Q@ 上 是 不 可 约 的 ， 它 在 分 裂 域内 的 四 个 零点 为 w= 
2, Wa = — 2, Was 2 ， Us = 一 5 2. 它 的 三 次 预 解 式 是 
不 ?十 8 穆王 大 (总 二 2、 2 人 ( 瑟 一 2vVv3 人 因此， 这 属于 [ 囊 : 克 ] 
=: |G/G N84|=2 的 情形 ， 由 于 a=wiwsa 十 usus=0， 故 在 (2.1.4) 
中 , 子 群 {(1), (34), (1824)，(12) (34), (12), (1423), (18) (24), 
(14) (23)} 是 了 :2 在 Q@ 上 的 Galos 群 G. 

例 四 ”了 :2 十 2EQ@[ 了 ]， 按 Eisenstein 判别 定理 , 它 在 
Q 上 是 不 可 约 的 ， 它 的 三 次 预 解 式 经 计算 为 卫 ? 一 8 卫 一 4， 不 难 
验 知 , 后 者 在 Q@ 上 也 是 不 可 约 的 . 故 由 命题 3， 原 多 项 式 在 Q 上 
的 Ualois 群 只 能 是 S4 或 者 %4， 要 确定 究竟 是 哪 一 个 ， 可 以 通过 
判别 式 来 决定 。 经 计算 , 判别 式 S= 1616. 它 在 Q 内 不 是 一 个 平 
方 , 因此 这 一 2 于 十 2 的 Galois 群 是 总 


$2.2 根 式 扩张 .Galois 定理 

所谓 代 数 方程 可 用 根 式 求解 ， 是 指 方程 的 棚 ， 可 以 通过 有 限 
次 的 四 则 运算 和 开 方 而 得 到 .为 了 使 问题 表达 成 域 论 的 形式 ， 我 
们 先 给 出 以 下 的 定义 : z 
”定义 2.1 设 玉 是 域 厂 的 一 个 有 限 扩张 . 车 区 一 了 (ws,…， 

um)， 其 中 wR 以 及 WEEP Wj-1), 2 二 I 夺 m, 就 称 天 
”是 五 上 的 一 个 根 式 扩张 ,或 者 ," 有 /万 是 根 式 扩张 。 
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上 述 定义 指出 ， 根 式 扩张 是 经 逐次 添加 纯 方程 的 根 而 得 到 的 
扩 域 ， 对 于 刀 上 的 mw(> 切 次 多 项 式 ./( 怀 )， 令 吾 是 它 在 到 上 的 
一 个 分 异域 . 方程 (对 )=0 是 否 有 根 式 解 的 问题 ,等 价 于 是 否 存 
在 五 的 一 个 根 式 扩张 玉 , 使 得 CBCK 成 立 ， 使 用 这 种 表述 ， 
通过 Galois 理论 ， 就 可 以 把 方程 用 根 式 求解 的 问题 ,演化 成 一 个 
群 论 问题 .从 而 回答 了 为 什么 高 次 代数 方程 不 能 用 根 式 来 解 . 本 
节 的 主要 结论 是 : 

定理 2.8(Galois) 设 f(X)EP[X], degf(X)=n>1 双 
设 万 的 特征 jp 不 能 整除 m1 (在 的 特征 为 0 时 ,此 一 前 设 自 然 成 
立 ). 于 是 , f( 子 ) 0 可 用 根 式 解 的 必要 充分 条 件 , 是 (全) 在 也 
上 的 Galois 群 为 可 解 群 。 

为 论证 的 方便 计 , 先 把 有 关 的 群 论 知识 列举 如 下 ， 

设 G 是 有 限 群 . 若 G 有 一 个 子 群 列 

G= HoOH DIO.…OH,= {}, (2.2.1) 
其 中 每 个 五 ;都 是 瑟 ;.1 的 正规 子 群 , 且 因 子 群 瑟 ;-s/H; 都 是 Abel 
群 ,I<j<<m, 则 称 (2.2.1) 是 G 的 一 个 可 解 列 ; 有 可 解 列 的 群 称 为 
可 解 群 ，G 成 为 可 解 群 ， 当 且 仅 当 G 有 一 个 如 (2.2.1) 的 子 群 列 ， 
其 中 每 个 瑟 ; 都 是 互 -: 的 正规 子 群 , 且 五 -vV 互 ;都 是 素数 阶 的 特 
环 群 . | | 

可 解 群 的 子 群 与 同 态 象 都 是 可 解 群 ， 设 互 是 G 的 一 个 正规 
子 群 . 若 扎 与 GV/ 刀 都 是 可 解 群 , 则 G 也 是 可 解 群 . 

对 于 定理 2.3 的 证 明 , 分 两 步 进行 。 先 证 其 必要 性 . 

设 召 是 (他) 的 一 个 分 裂 域 ， 按 所 设 , 存在 上 的 一 个 根 式 
扩张 , 使 得 有 也 C 如 区 ， 开 /也 不 一 定 是 正规 的 ,我 们 作 在 
FP 上 的 正规 闭 包 入 . 今 有 

引 理工 车 下 /也 是 根 式 扩张 ,Y 是 玉 / 了 的 正规 闭 包 , 则 W/ 
7 也 是 根 式 扩张 . 
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证 明 首先 ,从 定义 立即 可 知 , 著 玉 与 及’ 是 互 为 了 - 同 构 的 
二 个 域 ， 则 区/ 也 成 为 根 式 扩张 ， 与 KK'/ 了 成 为 根 式 扩张 是 等 价 
的 ， 又 当 Ki=F (wu, "es Vrm) 与 Ks,= F (wv, …，, 20) 都 是 根 式 扩张 
时 ， 它 们 的 合成 (在 某 个 共同 的 扩 域 肉 ) Ki: 区 s= 了 Cut， …， tm 

2 0 目 然 也 是 不 上 的 根 式 扩 张 ， 

设 {ww …, 0} 是 区 /的 一 个 基 ; my( 卫 ) 是 w 在 上 的 极 
小 多 项 式 . 7 一 1，…，n. 于 是 依 就 是 g(Y)==mi( 定 )…ma( 玉 ) 
的 分 裂 域 ， 对 于 9( 互 ) -0 的 任何 一 个 根 w 必 有 某 个 如 使 得 由 

tiHF>og wil>w (7) 
可 定 出 (wy) 与 .F(a) 间 的 一 个 了 - 同 构 ， 再 按 定理 1.9 的 推论 ， 
它 又 可 以 拓展 成 本 的 了 - 自 同 构 ( 个 数 可 多 于 1)， 反 之 ,WW 的 任 
何 一 个 五- 自 同 构 ， 必 可 经 这 种 方式 得 出 ， 现 在 令 太 =4, Ta, …， 
zs 是 困 的 爹 部 万 - 自 同 构 ， 又 令 KK, 一 亡 ( 尺 )， 于 是 合成 Ki… 民 ， 
是 六 的 一 个 子 域 . 但 g( 卫 ) =0 的 任何 一 个 根 w, 必 在 某 个 及 ;之 
内 ,因此 有 N= Ki Ks…K,. 

根据 我 们 在 证 明 开始 时 所 指出 的 事实 , 即 知 入 /也 是 个 根 式 扩 
张 ， 

基于 这 个 引 理 ,我 们 可 以 把 及 /五 作 为 正规 根 式 扩张 , 但 它 还 
不 一 定 是 Galois 扩张 , 若 取 Aut( 玉 /了 ) 的 稳定 域 Pi, 那么 开刀 
是 Galois 扩 张 ,是 有 Aut(K/Fi1)=Aut(K/F), 以 及 尺 /Fi 是 根 
式 扩张 ， 因 此 ,不妨 径 设 玉 / 了 是 Galois 根 式 扩张 . 

对 于 每 个 rEAut( 忌 / 历 ), 上 映射 Fr rs 给 出 一 个 从 Aut(K/ 
太 ) 到 Aut( 吾 / 丽 ) 的 同 态 。 由 于 Aut( 如 /的 每 个 元 都 可 拓展 成 
K 的 了 - 自 同 构 ,因此 ,上 面 确 定 的 同 态 又 是 满 射 的 .根据 前 面 提 
到 有 关 群 的 知识 , 当 Aut(K/ 了 ) 是 可 解 群 时 ,Aut( 力 /了 ) 也 是 可 解 
群 . 这 就 使 得 问题 演化 成 为 ; 证 明 Galois 根 式 扩张 及 /也 的 Galois 
群 Aot(K/D) 是 可 解 群 
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根 式 扩张 有/F 的 次 数 [KK: 下 可 能 含有 特征 p( 去 0) 的 因子 . 
但 我 们 可 以 进一步 把 问题 演化 成 为 ph[KK:] 的 情形 . 令 天 = 三 
Ga Wm); 以 及 UY EF …, Ww) 车 一 pn),，(wW, Pp) 一 三 
则 z 是 也 (wy …, 4-1) 上 的 纯 不 可 分 元 ， 按 玉 /F 是 Galois 扩 
张 ,天 /下 (ut …, Wj-i) 是 可 分 的 , 故 应 有 人 地 EPOW…, Wj-1), 这 
就 示 明 了 ,如果 某 个 心 含有 的 因子 ,在 所 设 尺 /万 是 Galois 扩 
张 的 前 题 下 ,从 涵 中 去 掉 jp 的 因子 ， 将 不 会 对 根 式 扩张 有 所 影响 ， 
因此 ， 我 们 不 妨 径 设 了 的 特征 Pp 不 整除 [及 :了 ]， 在 这 种 情形 下 ， 
§ 1.13 的 命题 1 可 以 有 如 下 的 改进 . 

引 理 2 设 五 包含 1 的 % 次 本 原 根 5; KK/ 了 了 是 nw 次 代数 扩 
张 ， 天 /2 成 为 循环 扩张 ， 当 且 仅 当天 由 添加 某 个 mn 次 纯 方程 的 
根 而 得 . z : 

证 明 设 KK=F(w), 其 中 必 =aE€ 了 于是， 方程 对 "一 a 在 
K 中 有 mn 个 相 异 的 根 % Cu, …, "iw, 的 了- 自 同 构 显 然 是 由 

Tv VFH> Liv 

所 确定 。 因此，zT 给 出 一 个 从 Aut(KK/F) 到 由 《所 生成 的 n 
阶 循环 群 的 同 构 .从 而 KK/R 是 个 循环 扩张 . 

反之 , 设 KK/ 了 是 n 次 循环 扩张 ， 其 Galois 群 由 7 生成， 对 
于 任何 wE 尺 , 作 Lagrange 预 解 式 

upto tis) C1, (2.2.2) 

按 $1.6 命题 1, 必 有 某 个 z, 使 得 上 式 寺 0， 以 zz 作用 于 (2.2.2)， 
即 得 

TW) = Cu, (2.2.,3) 
从 上 式 可 得 ?=aE， 又 从 (2.2.3), 知 方程 外 *=g 在 天 中 有 %n 
个 相 异 的 共 e 解 .因此 包 在 上 的 极 小 多 项 式 的 次 数 是 n. 从 了 F 
CF()CK, 得 K= 了 (wu), 换言之 , 天 /不 是 m 次 根 式 扩张 ,由 添 
加 wn 次 纯 方程 的 根 而 得 ， 有 
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为 了 得 到 定理 2.3 的 必要 性 部 分 ， 先 来 证 明 一 个 稍 一 般 的 命 
题 . 

命题 1 设 玉 /了 是 Galois 根 式 扩 张 于 是 它 的 Galois 群 G 
一 Aut(K/) 是 个 可 解 群 . 

证 明 根据 在 引 理 2 之 前 所 作 的 推演 , 我 们 不 妨 设 区 的 特征 
不 整除 [区 :了 F] =n( 包 括 特征 为 0 的 情形 ). 令 民 一 下 (ad …， 
tm); 并 且 多 关于 也 G4,，…, 的- 人 的 次 数 是 mw j=2,…, m。 此 
时 n= Ym. | 

设 《 是 1 的 mn 次 本 原 根 、 现在 分 两 种 情形 来 讨论 ; 

(1) LER， 此 时 1 的 入 次 本 原 根 也 同样 属于 了，j 一 1，…， 
m, 令 BB=F(u ,0), j=1, ,m1 Bn=KK.，G 中 与 及 
相对 应 的 子 群 设 为 五 ， 于 是 得 到 G 的 一 个 子 群 列 (2.2.1)，. 在 当 
前 的 所 设 下 , 按 引 理 2, ;是 Cj- 上 的 mj 次 循环 扩张 .从 Galois 
理论 的 基本 定理 ; 以 及 万 ;是 互 j-+ 的 正规 子 群 ， 吾 ;-1/ 昌 ;是 循环 
群 这 些 事 实 , 就 知道 9 的 这 个 子 群 列 是 可 解 的 ,二 . 言 之 , G 是 可 解 
群 . 

(2) 5 也. 以 L 添 入 了, 得 P(t) 与 KC 
如 右 图 所 示 . 扩张 (6)/F 是 了 上 十 一 组 多 项 Ce) 
式 的 分 裂 域 .因此 是 正规 扩张 , 另 一 方面 , (<) / 
/K 是 Abel 扩 张 (定理 1.17), K/F 是 Galois | 
扩张 , 故 正 必 )/F 是 可 分 的 .再 按 定理 1.11， (5)/F 吕 是 一 个 
Galois 扩张 从 而 (C6)/FO) 也 是 Galois 扩张 . 另外, 从 /FP 
是 根 式 扩 张 ， 易 知 区 (2)/F(E) 也 是 根 式 扩张 这 示 明 了 KC 必 )/ 
了 QL) 属 于 (以) 中 所 讨论 的 情形 , 故 Aui( 尺 (6)/F(C6)) 是 可 解 群 .从 
定理 1.12, 有 

Aui(K(C)/ PF)/AuICEKE (E/E SAut( FL) E), 
其 中 右边 的 Aut(8C()/ 了 ) 是 Abel 群 。 根 据 前 面 所 列举 的 有 关 
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群 论 的 事实 , 可知 Aatf 开 (6)/ 玉 ) 是 可 解 群 ， 另 一 方面 , 从 上 图 的 
右 侧 , 知 有 
Aut(K(EL)/F)/Aut(K(C)/K)~AuI(K/F)=G. 

作为 Ant( 开 (7 五 ) 的 同 态 象 ,G 也 是 可 解 群 . 

从 这 个 命题 ,立刻 可 以 得 出 定理 2.3 的 必要 性 部 分 ， 因 为 ,前 
已 指出 ， Aut(B/) 是 Aui(K/F) 的 一 个 同 态 象 .。 还 应 当 注 意 
到 , 必要 性 的 证 明 并 不 依赖 于 前 设 ?ml .为 了 证 明定 理 的 充分 性 
先 证 以 下 的 命题 . 

命题 2 设 f( 对 ) 在 上 的 Galojs 群 9 是 可 解 群 , p 二 |G| ,2 
是 了 的 特征 . 于 是 方程 对)=0 可 用 根 式 求解 ， 

证 明 设 恕 是 (于 ) 在 上 的 分 裂 域 ,此 时 G= Aut(B/F). 
若 召 / 忆 不 是 Galois 扩张， 可取 卫 在 召 内 的 可 分 闭 包 BBs、 此 时 
Hs/F 是 Galois 扩 张 并 且 Aut(Bs/F)=Autb《B/F)=Q， 纯 不 
可 分 扩张 /Bs 是 根 式 扩张 ， 召 ==Bs(vV4,…, V1)， 因 此， 如 果 对 
Galois 扩张 证 明了 命题 , 即 存在 一 个 根 式 扩张 K1, 使 得 有 FCEs 
CKi1， 可 以 取 玉 =Ki(Ww,…, V1). 它 是 了 的 一 个 根 式 扩张 , 且 
满足 请 CCBCK, 即 命题 对 如/ 了 也 同样 成 立 . 

根据 上 面 的 论证 , 我 们 不 妨 径 设 f( 王 ) 在 耿 上 的 分 裂 域 召 是 
Galo's 扩 张 ,并 且 ph[B:F]=|G|=g. 

设 6 是 1 的 g 次 本 原 根 .如 在 命题 1 的 证 明 中 所 知 , B(C)/F 
是 Galois 扩 张 、 在 它 的 Galo's 群 中 , 令 瑟 是 与 (6) 相 对 应 的 子 
群 ， 即 EG)/FC(C) 是 以 吾 为 Galois 群 的 Galois 扩 张 ， 而且， 
CD) 又 是 (有 ) 在 了 CC) 上 的 分 裂 域 . 因此, 耳 是 f() 在 了 P(E) 
十 的 Galo's 群 。 按 定理 2.2, 瑟 同 构 于 GG 的 一 个 子 群 ,因而 如 是 
可 解 妓 ， 令 | 

Ho= HOHDO.. DH,~— {} 

下 一 个 可 解 列 ， 其 中 每 个 五 -v 已 ;都 是 素数 阶 的 循环 群 ， 据 定理 
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1.12, 在 吾 (CZ) 中 有 一 个 相对 应 的 子 域 列 
FECHBCCHE,= EC), - (2 .2.4) 
其 中 每 个 如;/ 如 ;1 都 是 素数 次 的 循环 扩张 ， 据 引 理 2, 它们 都 是 根 
式 扩张 .分 圆 扩张 PC)/F 自然 是 根 式 扩 张 ,因此 , 恕 心 )/F 是 根 
式 扩张 ， 同 时 又 有 也 CBC 恕 ()。， 这 就 证 明了 J/( 邓 )=0 在 了 上 
可 用 根 式 求解 | 
在 得 到 命题 2 之 后 , 定理 2.3 的 充分 性 部 分 就 接近 证 明了 .办 
为 ,余下 有 待 于 证 明 的 ,是 从 Pp 小 n! 得 出 p 人 |G|. 在 定理 的 所 设 下 ， 
f (下 ) 无 重 因 式 ; 因此 , 它 的 不 可 约 因 式 都 是 可 分 多 项 式 ， 由 此 可 
知 f( 且 ) 在 了 上 的 分 裂 域 召 是 Galoig 扩张 ， 故 有 |G| = [B: 了 ]. 
又 从 degf( 且 ) 一 n, 得 [加 :了 ]<<n!l， 以 及 [ 召 :FI 的 因子 只 能 来 自 
mm 一.…，1( 习 题 1.2)， 这 就 证 明了 从 pm! 可 以 得 到 pt[B: 
7]= el 定理 2.3 的 证 明 即 告 完成 . 
推论 车 也 的 特征 了 2, 3, 则 万 上 任何 三 次 或 四 次 方程 必 可 
用 根 式 求解 . 
证 明 ” 按 定理 2.1， 不 妨 设 方程 在 万 上 的 Galois 群 G 是。 
或 ©, 的 子 群 . 因此 ， 只 需 考虑 ©, 与 ©S,. 易 知 
所 :一 对 :一 (1) 
与 ShM DBD HD (1) 
分 别 是 gs 与 的 可 解 列 ,其 中 3 可 以 是 下 列 
{(1), (12) (34)}); {(1), (18) (24)}; {(1), (14) (23)} 
中 的 任何 一 个 ， 这 证 明了 GE。 与 名 都 是 可 解 群 ， 从 而 它们 的 子 群 
也 都 是 可 解 群 ， 由 定理 即 知 推论 成 立 ， 秆 
例 考虑 32.1 的 例 三 ， 玉 1--2EQ[ 了 ]， 它 的 Galois 群 G 
由 (2.1.4) 给 出 ，G 有 一 个 可 解 列 如 下 ; 
GPW DO{(1), (13)(24)}D (1)., (2.2.5) 
3 的 稳定 域 是 (~ 人 ); {(1)，(18) (24)} 的 稳定 域 是 Q@((I 二 全 
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YD); 而 他 :2 的 分 裂 域 则 是 Q@Ci, 以)， 与 (2.2.5) 相 对 应 的 


QCQV -OCALTOY CQG, V2). 
易 知 ， 这 是 一 个 由 根 式 扩张 所 成 的 列 ， 闷 4 一 的 分 异域 Qe 
以 2 ) 关 于 @ 的 扩张 次 数 是 [2:Q@] = |G|= 


S2.3 n 次 一 般 方 程 
所 谓 域 了 上 的 nn 次 一 般 多 项 式 , 是 指 形式 如 
jj 下 ) 一 下 "一 在 下 ”十 丰 大 一 十 (一 二 咏 (2.3.1) 

的 多 项 式 ， 其 中 右 ，…， 名 是 耳 上 nn 个 末 定 元 ， 方 程 f,() =6 
就 称 作 玉 上 的 nt 次 一 般 方程 ， 本 节 的 第 一 个 课题 ， 是 研究 方程 
太 ( 脏 )=0 有 根 式 解 的 问题 / : 

设 玉 是 (下 ) 在 P 上 的 一 个 分 裂 域 ，w，…，w 是 它 的 堆 
点 ， 由 于 右 是 五 上 的 未 定 元 ,所 以 都 不 属于 卫 , 即 (XX) 在 也 
上 是 不 可 约 的 ， 此 时 有 


tn = U1 Un ， 

从 而 F(RKR=P 了 (TT) 在 P(t …，) 
上 的 Galois 群 9 按 定 义 等 于 Aut( 玉 /本 (H，…, 刀 )， 今 有 

命题 1 了 上 % 次 盖 般 多 项 式 (2.3.1)， 在 系数 域 瑚 (如 ，…， 
上 上 的 Qaloig 群 G9 二,. 

证 明 取 如 上 的 另 一 组 未 定 元 {了 4, …, 了 了 、 以 541， …, ss 记 
它们 的 % 个 初等 对 称 函 数 . 映射 

bs 9=1,.…,% 

确定 一 个 从 吾 [ 右 ,…, 刀 ] 到 六 [si,…， s,j 的 环卫- 同 态 0， 若 有 
.80、 


g(t …, 6) 上 > 0， 
Bp g(s1, »**, $1) 一 9(S1( 了 了 iv， 了) sn (了 了 了,)) 一 0， 以 
ww 代替 了 了 ,, 则 得 gCsiCwr, po) Sa (Wi ，Un)) 一 g( 寻 ，…，， 
纪 ) 一 0、 由 于 去 是 及 上 wm 个 未 定 元 ， 故 9 恒 等 于 0.， 因 此 0 是 单 
一 的 ， 从 而 是 个 环 同 构 ， 0 可 以 拓展 成 为 耳 (，…， 声 ) 与 了 (si 
…，s) 间 的 本- 同 构 ， 仍 记 作 9 另 一 方面 ，0 又 可 以 拓展 于 多 项 
式 环 

下 (在 tb) [LX -> Pls1, …, 8,)[X1. 
此 时 有 fs( 对 ) 一 0(f,( 及 ))== 及 "一 $1 对 1 十 … 十 (一 1)"s,. 
由 于 闷 " 一 5 闷 ? 十 和 十 (一 了 "一 (总 一 了 (筷子 )， 
所 以 (Pi,…， 了 。) 是 及 (及 ) 在 也 (81, …，ss) 上 的 分 裂 域 。， 根据 
$1.5 命题 2，0 可 以 拓展 成 区 = 了 Cw, …, uw) 与 PP(Ys, …, YY,) 
间 的 也- 同 构 ,以 9 记 其 中 任何 一 个 .车 rEG, 则 
TH O50-1 

给 出 G 与 Ant( 下 (了 ，…， 了,)/ 了 (si,，…，s;,)) 间 的 一 个 同 构 ， 因 
此 有 G~S,. 秆 

定理 2.4 在 n 之 5 时 ,了 上 mn 次 一 般 方 程 不 能 有 根 式 解 . 

证 明 设 f,( 且 ) 由 (2.3.1) 给 出 ， 如 果 玉 (了) =0 可 用 根 式 
求解 , 按 $ 2.2 命题 1, 它 在 了 (H…, 如) 上 的 Galois 群 是 可 解 群 ， 
即 &, 是 可 解 群 。 但 在 %>5 时 ,36 是 非 交换 的 单 群 ， 所 以 不 是 可 
解 的 ， 再 根据 在 $ 2.2 开始 时 所 提 到 的 事实 ,Eu。 也 不 能 是 可 解 群 ， 
矛盾 时 

对 于 非 一 般 方 程 ， 它 的 Galois 群 当然 不 一 定 是 对 称 群 .即使 
在 五 =Q 的 情形 下 ， 要 计算 方程 的 Galois 群 ， 也 没有 普遍 性 的 方 
法 . 今 就 =Q@ 的 情形 , 先 给 出 一 个 使 得 Galois 群 成 为 对 称 群 的 
充分 条 件 ,在 $ 2.5 中 再 作 进 一 步 的 讨论 ， 

命题 2 设 /( 卫 )EQ[X] 是 Pp 次 不 可 约 多 项 式 ,p 是 素数 .车 

，81 ， 


方程 (了)=0 怡 有 两 个 复数 根 ， 则 (ZT) 在 上 的 Galois 群 
是 名,. 

证 明 首先 , 按 定 理 2.1, (对 ) 在 Q@ 上 的 Galois 群 G, 可 作 
为 &, 的 传递 子 群 ， 并 且 p| 1G|. 设 A( 下 ) =0 的 根 是 wm，vwn 
其 中 ui, ws 是 共 e 复 根 。 于 是 , 对 换 (12) EG 今 证 明 , G 包含 每 
个 对 换 ， 为 此 , 对 集 8= 代 , 2,…, p} 规 定 一 个 关系 ~; 令 

59, 当 且 仅 当 ?= 7 或 者 (0)EG 

不 难 验 明 ， 这 是 一 个 等 价 关 系 . 以 和 了 记 7 所 在 的 等 价 类 ， 不 
同 的 等 价 类 显然 不 相交 . 设 4 关 7 由 于 G 的 传递 性 ， 故 有 某 个 Y 
EG， 全 得 T() 下 ， 邻 8E8，83zx8 以 及 Th) 一 wm， 几时 目 然 
有 m 丈 )， 于 是 ,hE5 当 且 仅 当 ( 访 ) EG, 后 者 又 等 价 于 TCG%)T-!= 
(jm) EG， 邑 mE€3. 这 示 明 了 , S 的 每 个 等 价 类 含 相同 个 数 的 数 
字 . 但 pp 是 个 素数 ,因此 ,S 只 能 有 一 个 等 价 类 , 或 者 2 个 等 价 类 ， 
后 一 种 情形 不 会 出 现 ， 因 为 此 时 每 个 等 价 类 只 含 一 个 数字 ， 据 命 
题 所 设 , (12)EG 即 2ET 因此 ， 每 个 对 换 (27) 都 在 G 内 ， 从 而 
G=C,. 四 

现在 来 看 一 个 例子 : 

例 f/f( 了 )=2X5 一 BX4-+5， 按 Eisenstein 状 别 法 ,f( 驻 ) 在 
Q 上 是 不 可 约 的 ， 玫 (有)=0 在 民 中 有 三 个 根 ， 这 个 事实 可 通过 
微 积分 的 方法 ,作出 了 了 =f 对 ) 的 图 形 而 获 得 ; 或 者 由 Sturm 定理 
( 见 87.4 的 例 ) 而 得 知 ， 因 此 ， 帮 SI) 在 Q 上 的 Galois 群 是 人 Esc. 
按 定理 2.3, FE)=0 不 能 用 根 式 解 . 

借助 这 个 例子 , 今 有 

定理 2.5(Abel) 对 于 每 个 整数 "5，Q 上 必 有 次 方程 ， 
它 至 少 有 一 个 根 不 能 用 根 式 解 出 . 

证 明 对 于 n=5, 已 由 上 面 的 例子 给 出 ， 对 于 整数 %=6 十 b, 
只 要 取 太 习 ) 一 下 (2 和 一 5X 十 5) 即 可 ， 和 


8% 。 


这 个 结果 显然 不 够 完善 ， 我 们 希望 对 于 每 个 不 小 于 5 的 整数 
m 都 存在 以 &, 为 其 Galois 群 的 @ 上 方程 六 各) = 0， 此 时 方程 的 
每 个 根 都 不 能 由 根 式 来 解 . 为 此 目的 ， 我 们 将 在 下 一 节 介绍 
Hilbert 的 不 可 约 性 定理 . 


$ 2.4 ” Hilbert 不 可 约 性 定理 


设 库 ,…, 刀 ， 节 1, …， 了 ,是 域 了 上 两 组 不 同 的 未 定 元 .和 寿 
fi, 二， XX,) EFIE, … 和; 卫 1，…， 了 革 ,] 是 不 可 约 多 
项 式 , 问 是 吞 存 在 某 组 (61,…, 6。) EB" 使 得 以 o 代 到 时 ，j (es, 
Gn 卫 1，…， 玉 成为 了 [X11，…， 了 ,中 的 不 可 约 多 项 式 ? 
Hilbert 的 不 可 约 性 定理 , 乃 是 就 某 一 类 域 正面 回答 了 这 一 问题 . 
就 我 们 的 目的 而 言 , 只 需 讨论 五 =Q 的 情形 .以 下 ,我 们 将 用 到 分 
析 中 的 一 些 初等 知识 . | 

证 明 的 关键 部 分 ， 在 于 n=s=1 的 情形 ， 今 设 f(t, 总) E 
Q[t, 于] 是 Q@ 上 不 可 约 的 二 元 多 项 式 ， 首先, 把 它 写成 

f(t, RF)=ao(t) + (bt), (2.4.1) 
其 中 ao() 不 恒 等 于 0， 车 对 于 t=6, 有 wo(e) 二 0, 以 及 

fle, 卫 )==@o(0) 玉 {十 … 十 gr(6)=0 

有 7 个 互 不 相等 的 根 ( 在 0 内 )， 则 称 c 是 f(t， 了 节 ) 一 0 的 一 个 正 
则 值 ， 在 f(i$， 邓 ) 是 不 可 约 的 前 设 下 ,通过 除法 算式 ,不 难 知 道 ， 
f(t, 邓 ) 与 它 关 于 芳 的 偏 导 式 fx(t, 也) 的 最 高 公 因 式 , 只 能 是 仅 
含 t 的 有 理 式 ， 如 p(t)/g(t) ， 只 要 除去 那些 使 分 子 分 母 为 0 的 
有 限 多 个 t 值 外 ,对 其 他 的 1=c， 都 使 fle, 叉 ) 与 f% (ce, 也 ) 有 非 
0 的 常数 公 因 子 , 即 6 是 正则 值 . 

现在 把 t 作为 实数 变 元 , 若 c 是 f(t， 节 )=0 的 一 个 正则 
值 , 则 在 ¢ 的 某 一 领域 内 ,f(t, 并 )=0 的 > 个 根 , 可 由 "4 在 "处 
为 解析 的 复 函数 轨 ( 从 ，…，2zr( 办 所 给 出 ， 通 过 变换 上 HH>t 一 2， 可 

。83 。 


以 把 c 取 成 0， 再 由 变换 #H> 1/#， 可 以 取 e 为 cc， 此 时 只 需 对 
f(t, 层 ) 乘 以 一 个 适当 的 女 ,仍然 可 以 得 到 Q@[t, 环 ] 中 一 个 不 可 约 
多 项 式 ， 在 下 面 命题 1 的 证 明 过 程 中 ,我 们 将 把 f(t, 了 ) =0 的 一 
个 正则 值 取 为 c=co， 此 时 在 ce 的 某 个 邻 域 上 旨 >To 内 , f(t，) 
=0 的 根 可 由 7 个 在 t=oo 处 为 解析 的 函数 z1(t)，…，z,( 引 所 给 
出 ,每 个 wy( 引 都 可 表 作 太 ! 的 分 式 宪 级 数 . 

我 们 先 引 述 一 条 引 理 . 

引 理 1(H. A. Schwarz) 设 co<or<…<omn 是 和 十 个 实 
数 ; z( 眉 是 定义 在 闭 区 间 [co, cm] 上 的 一 个 m 次 可 导 的 实 变 函 数 ， 
于 是 在 开 区 间 ]co, cm[ 内 有 某 个 实数 c, 使 得 有 


2 0 /m! = Wn/ Vm, (2.4.3) 


其 中 4 ”人力 指 gs 办 关 于 二 的 第 加 次 导 式 ;Vm 是 Vandermonde 行 
列 式 
1 .… 1 
det ~ 
co On 
1 1 
Co " Cn 
W,,= det 本 aa nse , (2.4.4) 
Cr 11 CN 一 ! 


证 明 ” 作 辅助 琐 数 
1 .1 1 
6o so Cl + 
A(t) =det| …. 
Cal ml ml 


Z(00) … (Cm-1) 2(t) 
。84 。 
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多 知 ， 当 t=00,…, Cn-1 时 ,入 () 一 0。 又 对 于 某 个 适当 的 常数 
可 使 得 z : 

/ f(t) = — h(t—e0):" $0ni) ~ (2.4.5) 
除 在 66,…, cm-1 处 取 0 外 , 尚 有 Jf(em) 一 0. 因此， 有 某 个 cEloo， 
cnL, 使 得 fc)=0. 但 中 ( 一 XB) 一 m1k, 故 有 

ME) = m1h. . .(2.4.6) 
从 和 (的 规定 ,知人 是 以 (0, …, 0, x"()) 代 蔡 (2.4.4) 的 最 
后 一 列 所 得 到 的 行列 式 . 因此 和 "(CC) 一 xz 中 (Ce) mz 或 者 

gE) 一 和 oO(C)AF 
此 处 六 是 从 了 中 去 掉 最 后 一 行 和 最 后 一 列 , 所 得 到 的 较 小 的 
Vandermonde 行列 式 ， 再 按 (2.4.6), 有 xD(C) 一 mh/ Pm. 以 
b= 入 (Cm)/ (Cm 一 C0)… (Cm 一 Cm-1) 代 入 ,得 
gC)/m! 一 和 (om (cm 一 co) (Cm— Cm-1). 

从 入 (的 规定 ,以 及 Vandermonde 行列 式 的 展开 式 , 即 知 上 式 的 
右边 等 于 帮 三 。. 是 

命题 1 若 f(t, 互 ) 是 Q@Q 上 的 二 元 不 可 约 多 项 式 ， 则 存在 无 
限 多 个 有 理 数 oo, 使 得 f(co, 下) 在 Q@ 上 是 不 可 约 的 . 

证 明 首先 把 f(t， 字 ) 表 如 (2.4.1)， 不 失 一 般 性 ,不妨 设 
t=co 是 f(t, 及 )=0 的 一 个 正则 值 ， 于 是 在 ce 的 某 个 邻 域 | 让 二 
7% 内 ， 有 方程 的 7 个 不 同 的 根 函 数 zw. 如 ,…"， wr(t), 即 

fC, X) = ooo 
上 式 右边 的 乘积 不 能 表 成 @ 上 两 个 关于 了 的 次 数 >1 的 多 项 式 、 
之 积 ,换言之 ,对 于 入 , ……, "} 的 任 一 非 空 真子 集 & 


I (Xx-%60))= HX-%()): HX -0)) 
: (2.4.7) 
不 是 Q@ 上 关于 tt 六 的 多 项 式 分 解 式 ， 从 而 也 不 是 Q@ 上 关于 
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总 的 有 理 式 分 解 . 

在 所 有 形式 如 (2.4.7) 的 分 解 中 ， 总 共有 六 = 2 一 工 个 不 相 
同 的 ， 对 每 个 这 样 的 分 解 , 必 至 少 有 一 个 系数 竺 Q (办 这样 可 选 
出 六 个 系数 函数 抽 ( 夫 ，…， yw(t)、 现 在 要 证 明 , 在 邻 域 | 引 之 m 
中 , 恒 有 无 限 多 个 有 理 数 6。， 使 得 yilco),，…, yxw(eo) 都 是 无 理 数 ， 
从 而 任何 一 个 分 解 式 (2.4.7), 在 1=oco 时 ， 都 不 给 出 flco, 也 ) 在 
Q[ 工 ] 中 的 一 个 分 解 ,换言之 ,f (co, 卫 ) 在 Q@ 上 是 不 可 约 的 ， 

我 们 把 问题 再 作 一 次 转变 ， 问 有 多 少 (有 限 或 无 限 ) 个 整数 
上 eo 二 了 To, 使 得 yy(60o) 取 有 理 数 的 值 ? 显然 , 只 需 对 任何 一 个 yy() 
来 考虑 即 可 , 以 下 径 写作 (四 

首先 ， 系 数 函数 w( 引 是 由 某 些 根 函 数 wy( 办 经 四 则 运算 而 得 
到 的 . 因此， 它 既 是 本! 的 分 式 寡 级 数 ， 又 是 Q( 轨 上 的 代数 元 , 设 
y(t) 满 足 . 
bo) Fe + 0(t) =0, (2.4.8) 
其 中 妇 ( 引 EQ[ 自 ， 不 失 一 息 性 ， 可 以 设 妃 ( 引 E 2[ 扫 ， 车 以 
(2 人) 和 乘 上 式 , 则 函数 (办 一 加 (罗纹 满足 首 系数 为 荆 的 方程 

ZtOE Lit +t b(t) =0 ‘(2.4.9) 

其 中 妨 (E2[ 妇 ， 在 以 整数 co 代入 (2.4.8)，(2.4.9) 时 ， 车 
2.4.8) 有 有 理 数 的 解 y(co), 好 (2.4.9) 应 有 整数 解 z(co)， 因 此 ， 
只 斋 就 整数 > 2 来 考虑 x( 力 能 有 多 少 个 整数 值 s(00). : 

, 由 于 y( 们 是 关于 拓 : 的 分 式 短 级 数 ,00(t) EZ[]， 所 以 z( 有 ) 具 
有 如 下 的 形式 

¢(#) = 二 十 00 十 (2.4.10) 
其 中 />0 mE€0. 

分 别 以 下 的 情形 来 讨论 : (1) z( 四 是 多 项 式 ， 此 时 应 有 z( 区 生 
QQ@[; 否则 , y(t) = 人 /bo EQ(), 矛盾 ， 从 高 等 代数 的 知识 ， 
知 仪 有 有 限 多 个 整数 co, 使 x(co) 成 为 整数 .(2) z(t) 有 复数 系数 
。 686 。 


设 之 是 在 (2.4.10) 中 使 m 为 复数 的 最 大 标号 ， 此 时 limIm(z( 纺 / 
#) 一 Imka)， 因 此， 只 更 取 达 人 > (有 将 不 是 实数 ， (3) 所 
有 的 m 都 是 实数 ， 量 z( 轨 手 及 下， 对 2 有 进行 多 次 的 求 导 运算 ， 
譬如 m 次 ,可 以 使 得 xm( 轨 只 含 姑 :的 宕 项 : 
ea 区 = 让 十 … (2.4.11) 

其 中 0xpER, 9>0， 从 lim tw 一 p, 知 有 某 个 了 iTo, 使 得 
当 /二 了 时 ,有 

Oc DE)p/R. (2.4.12) 
若 有 无 限 多 个 t=>TJ， 使 得 z( 引 为 整数 , 今 任 取 加 十 1 个 co<…<< 
cn， 使 得 co0 和 >T1， 并 且 代 入 z( 人 后 得 到 整数 值 ， 由 引 理 1， 结 合 
(2.4.12), 知 引 理 1 中 出 现 的 玉 » 是 非 零 整数 ， 因 此 ,IWnj 之 1 
于 是 有 

21pl/m!o>2)p)/m!er>)e /ml! >1/IV,l. 

从 而 又 有 : 


m! oy 一 _ _n Ymmt+1i)/2 
37 Cg 入 | 天 。 | He 61) < (Cm — C0) "DS., 


(2.4.13) 
这 个 不 等 式 指 出 ,存在 两 个 正 数 e, 1 使 得 om 一 co>ec. 了 到 全 ,使 
得 ez1 关 六 吧 、 于 是 当 oo> 了 4 时 ,和 目 co 开始 的 入 m 十 1 个 接连 的 整 
数 中 ,不 可 能 有 m 十 1 个 整数 满足 以 上 的 要 求 ,也 就 是 说 ,至 多 只 
能 有 m 个 整数 o, 使 得 (ei) 取 整 数值 ,或 者 , y(co) 为 有 理 数 , 今 有 
良 个 yx(4t), 只 要 取 充 分 大 的 m; 可 使 每 个 "(都 有 (2.4.11) 的 
形式 . 故 可 取 充 分 大 的 了 1 宝 To， 使 以 上 论断 对 每 个 y(t) 都 适用 . 
因此 ,从 某 个 整数 6o 汪 1 开始 , 在 接连 的 信 m 十 1 个 整数 中 , 必 有 
至 少 一 个 整数 6， 使 得 每 个 wk 都 取 无 理 数 的 值 . 这 就 证 明了 有 
无 限 岁 有理 数 00, 使 得 y (co 吕 ) 在 Q 上 是 不 可 约 的 ， 上 
+ $87 。 


推论 设 fi(t, 于 ),…, f(t, 于 ) 都 是 Q@[t， 了 对] 中 不 可 约 多 
项 式 ， 于 是 存在 无 限 多 个 有 理 数 eo， 使 得 fi(co, 筷 )，…， 户 (co， 
郊 ) 在 Q[] 中 都 是 不 可 约 的 . 

证 明 ”只 需 在 命题 工 的 证 明 中 , 取 六 为 从 所 有 这 些 fy(t, 素 ) 
所 得 的 系数 函数 y( 引 的 个 数目 

Hilbert 不 可 约 性 定理 的 一 般 化 形式 的 证 明 , 需要 演化 到 二 元 
的 情形 ， 为 此 , 先 来 对 所 给 的 多 项 式 作 一 变换 ; 其 中 关键 的 一 步 ， 
在 于 把 .Fi， 和 :1，…， 驻 。) 化 为 二 元 的 情形 . 

设 /5 下 1，…， 下 ,) EQ@[t， 下 1,…, 不 ,] 关 于 每 个 有; 的 次 
数 都 <d、 设 人 四 系 t… 和 2 是 其 中 任意 一 单项 式 . 仿 

Se: C7) RL RE > oY ti 

了 是 另 一 个 未定 元 对 f(t， 下 1,…, 了 及。) 的 每 一 项 都 进行 如 上 的 
变换 ,然后 相 加 ， 这 样 得 到 的 多 项 式 写 如 

Sa fs, Ki, 7 RO)) fs, ,£0, Ve). 
f(t, 了 了 ，…， 了 YY") 中 每 一 项 的 次 数 (关于 了 ) 都 < (a 一 1)(1+g 十 
一 1 此 degy f(t 了,… 了 GG-14 今 以 如 ,j 表 
QI 和， …, 及 :中 所 有 满足 以 上 要 求 的 f(s， 于 1,…， 子 ,) 所 组 
成 的 集 ; 又 以 Yi,a 表示 Q@[t, 了 ] 中 所 有 关于 了 的 次 数 < 一 1 的 
全 体 多 项 式 所 成 的 集 ， 注意 到 正 整 数 的 4- 进 表示 ， 即 知 Ss 是 从 
猴 。 到 ,a 上 的 一 个 盖 合 对 应 . 今 称 它 为 Kronecker 特殊 化 ,车 
JE 咏 。 在 @[ 和 1 …, 开 ] 中 分 解 为 go 显然 有 0 hE.a. 从 
而 有 

Sa(f) -Se(g)Se(7)， 

反之 ,从 Se(.P) 一 G. 瑟 ,并 不 必然 导 至 在 Q@[i, 对 :, …, 卫 ,] 中 的 
分 解 ， 因 为 从 G=Sa(g), 开 =Sslh), 可 能 得 到 gh 生 纺 ,a， 请 看 

例 设 f(i, 于 1， 妃 9) 一 :下 ?十 和 3 在 QI 了 ,， 孚 中， 它 
显然 是 不 可 约 的 ， 现 在 4= 38, JES54,:,Ss(f) = 红 ? 二 了 ?3 一 好 :十 
88， 


Ze、 若 取 G= 了 ,万 = 好 十 Z5 则 有 9= 并 1, 太一 和 1 十 避 ? 和 9， 从 
而 败 = ;Xi 地 和 畦 鹏 ,。 又 若 取 G= 了 2?， 五 = 计 了 了 4， 则 有 3 
一 福 ? hh 一 t 十 卫 1 了 a, 同样 得 到 网 一 反 1 和 十 室 13 和 全 58. 

今 有 以 下 的 判别 法 则 ; 

引 理 % 所 设 如 上 .f(t 邓 1，…, 了 及) 成 为 @[i， 1 …， 三 
中 的 不 可 约 多 项 式 ， 当 且 仅 当 Ss(/) 在 -ia 中 的 每 个 分 解 SuC 
一 G .万 , 都 时 至 一 个 不 属于 匈 ,。 的 乘积 9 及 

证 明 “充分 性 显然 ， 若 了 在昌 [5 及 1, …, 于 ,] 中 不 可 约 ， 由 
Se( 让 三 G. 互 必然 得 到 92 入 用 ,e。。 因 和 否则 ,将 有 = %, 矛盾， 目 

命题 % 设 .ji 和, …， 环 ) 是 @ 上 一 个 不 可 约 多 项 式 ， 关 
于 每 个 / 的 次 数 都 <d， 又 令 Se( 了 ) 一 IIgs$, 功 是 Se( 丰 在 


Q 四 [7] 中 的 一 个 不 可 约 因 式 分 解 . 于 是 有 无 限 多 个 有 理 数 on 
使 得 每 个 g;(co, 了 ) 在 Q@[F] 中 不 可 约 ,同时 f(co， 了 节 1,…, 也,) 在 
Q[X1, …, 卫 ,] 中 也 不 可 的. 
证 明 ”由 于 每 个 g(t, 了) 在 Q@[i， 了 下 中 都 是 不 可 约 的 ， 按 命 
题 1 的 推论 , 有 无 限 多 个 有 理 数 oo 使 得 gy(co, 了 ) 都 是 Q[ 了 中 的 
不 可 约 多 项 式 .为 证 明 命 题 的 后 一 部 分 , 令 fo 一 f(06, 全 1, …, 子 ,)， 
从 Sal fo) 一 了 9rtev 了 ), 作 任 意 一 个 分 解 
Se(jo) 一 人 LL gi(0%, Y)) (I geo, F)) 
一 人 (co Y)H (oo, 工 ); 
同时 得 到 &&(. 力 的 一 个 相应 的 分 解 Sa( 有) 二 9(#, 了 ) 五 (ft, 了 ), 其 
中 G(t, 了 ), H(t, 了 )E Hsa. 因此 有 
g(t, 1 I), hlt, A1, ,Hs) ED 
使 得 Sg)—G(t, 了 ); Selh) = HY, 7). 
由 于 f(t 玉 1,，…， 广 ) 不 可 约 , 故 下 9'h， 按 引 理 2, 应 有 
gt, AD XOht, XK1, ,He) ED. 
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这 即 是 说 ， 该 乘积 包含 关于 某 个 全 ;有 次 数 >>d 的 项 。 若 q( 妇 是 
该 项 的 系数 ， 则 应 从 无 限 多 个 满足 上 述 要 求 的 有 理 数 co 中 , 去 挤 
使 <(co) =0 的 有 限 多 个 oo。 这 证 明了 仍然 有 无 限 多 个 有 理 数 co 
满足 命题 的 要 求 . | z 

对 于 一 般 的 如， 刀 ; 驻 4,，…， 叉 ,), 可 以 把 它 作 为 含 右 ,以 
z 及 nn 十 $s 一 1 个 其 他 未 定 元 各 ，…， 杨 ， 玉 1，…， 卫 ,的 多 项 式 来 考 
虚 ， 重 复 以 上 的 步 又 , 即 得 到 Hilbert 不 可 约 性 定理 ; 

定理 2.6 对 于 @ [Hh …, 刀 且 1，…， 下 ,中 的 不 可 约 多 项 式 
fH …， 二 昼 1，…， 导 ,), 必然 有 无 限 多 组 (01,…, 0%) EQ@"， 使 
得 f(c1,…， On; 1 对 3) 成 为 Q[X1,. pm 中 不 可 约 多 项 

与 命题 1 的 推论 一 样 , 今 有 
”推论 设 户 ( 二 ;十 芝 二) fi 
是 @[ 丰 ,直下 5 …， 习 ] 中 有 限 多 个 不 可 约 多 项 式 ， 
于 是 有 无 限 多 组 (co …, 0,) EQm， 使 得 广 (oc …，0%， 筷 1， 
三 ,)， “*', fn, "**, Cn; X11， 机 互 s) 在 QLXl， “3 和 9 中 都 是 不 
可 约 的 . : 


S2.5 Galois 群 为 已 的 多 项 式 


在 本 节 中 ,我 们 将 证 明 , 在 有 理 数 域 Q 上 恒 有 以 ,为 Galois 

群 的 不 可 约 多 项 式 , n 可 为 任何 正 整数 ， 从 这 个 事实 , 又 可 进而 得 

到 ,在 nz5 时 ,Q 上 存在 %n 次 不 可 约 方程 , 它 所 有 的 根 都 不 能 由 根 
式 解 出 ， 这 就 回答 了 我 们 在 $ 2.3 的 末尾 所 提出 的 问题 . 

先 首 考虑 Q@ 上 的 nn 次 一 般 方 程 ， 出 于 本 节 的 需要 , 现在 把 它 

写成 

(机 尺 ) 一 于 "一 身 革 和 十 … 十 (一 1 一 0. 
(2.5.1) 
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令 四 一 Q( 人 pt 二 于 ) 在 五 上 的 分 裂 域 为 民 ; wa， 
…, ts 是 (2.5.1) 的 w 个 根 . 
按 82.3 的 命题 1，f(,…, ,及 ) 在 了 上 的 Galois 群 同 构 
于 6&,. 现在 不 妨 径 设 它 等 于 6, 即 Aut(K/ 了 ) 一， 从 定理 
2.1, 可 知 .Ji …， 如 ,及 ) 在 也 上 是 不 可 约 的 . 
适当 地 选择 整数 m4，…, om, 可 使 得 总 mow 经 S, 中 的 ml 个 
置换 后 ,得 到 n! 个 不 同 的 元 素 ， 因 车 不 然 , 则 必 有 某 个 w， 例 如 
io 可 表 成 其 余 四 的 线性 组 合 :一 总 0 aeEQ、 有 而 大 …， 让 
可 以 由 mw- 工 个 元 素 um …, 的 表 出 .因此 有 Q (ia … 如 EGG 
…, ww) ， 只 要 观察 它们 关于 @ 的 超越 次 数 ( 见 第 五 章 85.1)， 就 
知道 这 是 不 可 能 的 . 现在 把 由 马 mu 经 ml 个 置换 后 所 得 到 的 ml 
个 不 同 的 元 素 记 作 wm， …， wu. 作 多 项 式 工 (一 mW)， 它 的 么 数 是 
关于 mm 的 初等 对 称 函 数 ， 从 而 又 是 w 的 对 称 函 数 ， 故 可 表 为 如 
…, 所 的 画 数 ， 这 就 示 明 了 代 (X 一 2) 是 也 上 的 一 个 多 项 式 ， 今 
gb, «bo, BE) HX). (2.5.2) 
这 个 多 项 式 在 也 上 的 分 裂 域 是 了 (vs,，…, zw). 但 从 的 规定 妈 
知 每 个 WEF (wm, 四 wn!) ， 故 又 有 三 (zx， “™") vn) 一 五 (ol 四 Un) 
一 及 ， 从 而 g(H,…, 杨 , 卫 ) 在 卫 上 的 Galois 群 是 Aut(K/F)= 
SC,.. 又 根据 定理 2.1， g(t， “"y 加 ， 了 了) 在 上 为 不 可 约 . 
经 过 以 上 的 讨论 , 现在 可 以 证 明 
定理 2.7 对 于 每 个 正 整数 mw 在 有 理 数 域 Q 上 , 必然 存在 w 
次 不 可 约 多 项 式 , 它 以 &, 作为 在 @ 上 的 Galois 群 
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证 明 使 用 以 上 的 记 法 ， 我 们 取 加 上 的 不 可 约 多 项 式 Fa， 
和 下) 与 9( 才 ， … 吉 ， 卫 )， 按 定理 2.6 的 推论 ， 存 在 有 理 数 
cu, *…， cn 使 得 

(了 )= 了 (6 0 加) 与 杀生) 一 go， 0 这 ) 

都 是 Q 上 的 不 可 约 多 项 式 ， 令 (对)=0 的 根 是 om,…, on， 于 是 
Q(a,…, 0m) 就 是 (了 ) 在 Q@ 上 的 分 异域 ， 另 一 方面 g(X)=0 
的 根 是 waaoa 十 … 十 manon, 以 及 对 它 使 用 mw! 个 置换 而 得 到 的 元 素 ， 
它们 都 属于 Q(a, …， o%)， 因 此 , [QCo, …, om):Q]>>deg g(X》 
一 mn1, 换言之 , 1( 了 ) 在 Q 上 的 Galois 群 的 阶 二 nl1. 但 作为 @ 上 
的 % 次 不 可 约 多 项 式 ，f( 了 邓 ) 在 Q@ 上 的 Galois 群 的 阶 生 nm!. 这 证 
明了 JEZ) 在 @ 上 的 Galos 群 恰好 等 于 G、 昌 

最 后 要 讨论 的 是 ,在 mn 之 5 的 情形 下 ,是 否 存在 @ 上 的 mm 次 方 
程 , 它 的 每 个 根 都 不 能 由 根 式 解 出 ”为 此 , 先 来 证 一 条 引 理 :; 

引 理 1 对 于 任意 域 了 , 若 五 上 不 可 约 方程 f( 且 ) =0 有 一 个 
根 可 由 根 式 解 出 , 则 所 有 的 根 都 可 由 根 式 解 出 . 

证 明 设 /( 且 ) 一 0 有 一 个 根 能 由 根 式 解 出 . 按 §2.2 的 定 
义 ,存在 五 上 一 个 根 式 扩张 尺 ， 使 得 uwEK. 令 人 是 玉 在 尺 上 
的 正规 闭 包 .由 $2.2 引 理 1，N/ 玉 也 是 个 根 式 扩 张 ， 再 从 WE& 
KCN, 即 知 /() 一 0 的 每 个 根 都 属于 入. 里 

从 这 个 引 理 , 结合 定理 2.3 与 2.7, 即 得 以 下 的 

定理 .8 在 有 理 数 域 Q@ 上 ， 对 于 每 个 整数 wz>5， 必 有 次 
不 可 多 方程, 它 的 每 个 根 都 不 能 由 根 式 解 出 ， | 

上 述 定 理 证 明了 不 能 由 根 式 解 的 方程 的 存在 性 ， 但 并 未 给 出 
具体 的 作法 ， 事实 上 ,对 于 任何 整数 mw>3(=2, 3 的 情形 是 易 知 
的 )， 总 可 作出 Q 上 一 个 %% 次 不 可 约 多 项 式 ,使 得 它 在 @@ 上 的 
Galois 群 为 多, 

*) 见 [3],p.278, Bxer.14, 
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对 于 台 , 的 任何 一 个 子 群 G, @ 上 是 否 存 在 多 项 式 , 它 以 G 作为 在 Q@ 上 
的 Galois 群 ?这 是 孔 . Noether 的 一 个 问题 .在 某 些 情况 下 , 它 有 肯定 的 回答 ， 
但 并 非 对 任何 子 群 都 如 此 ， 近 年 来 已 给 出 一 些 反例 *). 

习 题 

”1. 设 闻 为 任意 域 。 证明 X3 一 3 及 十 1 一 0 在 了 上 如 果 是 可 约 的 ， 则 必然 
分 解 为 一 次 因 式 之 积 . 

2. 设 了 (了 X)=0 是 实数 域 上 的 一 个 三 次 方程 .。 证明, 如 果 它 的 判别 式 4 
>0, 则 了 (CX) =0 的 根 都 是 实 根 ; 又 如 果 42<0, 则 仅 有 一 实 根 。 

3. 求 和 -4X2+5 在 Q 上 的 Galois 群 . 

4. 求 卫 十 3X? 十 3 了 XX 一 2 在 Q@ 上 的 Galois 群 ， 

5. 设 f( 叉 )=0 是 域 了 上 一 个 不 可 约 的 三 次 方程 ,4 的 意义 同 前 . 车 a 
是 f(X) =0 的 任何 一 个 根 , 证 明 , 7(X) 的 分 裂 城 为 B=F(4, o). 

6， 举例 示 明 , 定理 2.3 在 的 特征 p00 能 整除 %! 时 ,结论 不 成 立 . 


#) 见 [1]， p.258, 
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第 三 章 无 限 Galois 理论 


$3.1 无 限 Galois 扩张 


在 定义 1.5 中 , 我 们 规定 及 /了 为 Galois 扩张 时 ， 并 不 要 求 
KK/F 是 有 限 扩张 ， 但 对 于 有 限 的 情形 , 已 在 $1.7 中 给 出 了 完整 
的 结论 。 为 了 使 该 处 的 主要 结果 一 一 定理 1.12, 能 推广 到 无 限 的 
情形 , 还 需要 引进 其 他 的 概念 (8 3.2)， 在 本 节 中 ， 我 们 先 作 一 般 
性 的 讨论 . 

引 理 设 区 /万 是 个 可 分 正规 扩张 车 + 是 的 一 个 了 单 
一 自 同 态 , 则 z 是 玉 的 一 个 7- 自 同 构 . 

证 明 任 取 2EK. 令 m( 导 ) 是 z 在 上 的 极 小 多 项 式 ， 在 
KK 上 可 分 解 成 一 次 因 式 之 积 ， 取 m(X) 在 区 内 的 一 个 分 列 
域 妃 , BK， 此 时 妃 / 了 是 个 有 限 正规 扩张 ， 故 有 7(B)E 情 . 
但 [zr( 召 ): 了 ]= [:F]， 因 此 z(B) 一 加， 这 示 上 明了 存在 元 素 yE 
如 ,使 得 v(y) 一 ,换言之 , r 又 是 满 射 的 , 从 而 z 是 区 的 也- 自 同 
构 . 时 

现在 设 玉 /F 是 个 无 限 的 可 分 正规 扩张 ， 存 Aut(K/F) 的 稳 - 
定 域 中 任 取 元 素 >。 此 时 必 有 一 个 包含 的 有 限 可 分 正规 扩张 
玉 / 了 由 于 定理 1.9 及 其 推论 并 不 限于 有 限 的 情形 ，Aut(B/F) 
的 任何 一 个 元 素 m， 必 然 可 以 拓展 成 为 Aut(K/ 了 ) 的 一 个 z， 按 
所 设 ， 有 ro(z) =z(2) 一 zs， 即 % 属 于 Aub(B/F) 的 稳定 域 ， 但 
/FF 是 有 限 扩张 , 据 定理 1.11, 它 又 是 Galois 扩张, 因此 wE 了. 
这 证 明了 Aut( 及 /) 的 稳定 域 同样 是 了 , 故 有 

命题 1 无 限 的 可 分 正规 扩张 ,必然 是 dalois 扩 张 ， 重 
+ 094。 ， 


这 个 命题 的 逆 理 ， 同 样 是 成 剖 的 . 设 尺 /了 是 Galois 扩 张 ， 
zwCEK， 以 Aut(KK/F) 的 元 素 作 用 于 2, 只 能 得 到 有 限 多 个 不 网 的 
也 - 共和 扳 元 , 设 为 wb 一 ol wm%, 于 是 jJ( 筷 ) 一 (各 一 轨 )…( 和 一 o) 
EF[X]. 另 一 方面 , 若 % 在 了 上 的 极 小 多 项 式 为 m( 邓 )， 则 有 
m( 及 )|f( 对 )， 但 f( 对 )=0 的 根 都 是 zz 的 了 了 - 共 轿 元 ， 故 又 有 
/A( 闵 )|m( 对 )， 从 而 玉 且 ) 一 m( 驻 )。， 这 证 明了 , (i) wz 在 了 上 是 
可 分 的 ， 从 而 尺 /F 是 可 分 代数 扩张 ， 以 及 (ii), m( 际 ) 一 0 在 
上 分 裂 为 一 次 因 式 之 积 ， 从 后 一 事实 又 可 得 知 ，K 可 以 作为 所 有 
这 些 m( 且 ) EF[] 所 成 的 多 项 式 组 在 了 上 的 分 裂 域 ， 注 意 到 定 
理 1.9 并 不 限 ] 有 限 扩 张 ， 因 此 ,/F 又 是 正规 的 .这 证 明了 

定理 3.1 代数 扩张 及 /了 成 为 Galois 扩 张 , 当 且 仅 当 玉 是 - 
五 上 的 可 分 正规 扩张 .是 

我 们 或 许 会 认为 ，Galois 理论 的 基本 定理 (定理 1.12)， 能 够 
全 然 同 样 地 对 无 限 Galois 扩张 来 建立 ， 事 实 并 不 如 此 ， 在 KK/F 
的 中 间 域 所 成 的 集 @, 与 Aut(K/) 的 子 群 所 成 的 集 疹 之 间 , 并 
不 一 定 存 在 合 合 对 应 , 换言之 , 设 瑟 是 GQG=Aut(KK/F) 的 一 个 于 
群 ; 召 是 互 的 稳定 域 ,此 时 吾 =Aut(K/) 有 可 能 纯 包含 五 ,这 
， 就 出 现 可 能 有 两 个 子 群 ， 对 应 于 同一 个 稳定 域 的 情形 .请 看 下 面 

的 例子 : / : 

例 设 五 为 有 限 域 2/(p); 天 取 作 下 的 代数 闭 包 .五 / 丸 显 
然 是 Galois 扩 张 , 令 G=Aut(K/F)，K 的 frobenins 自 同 构 
p:zH>o 是 G 的 一 个 元 素 . 今 以 五 记 由 p 生 成 的 子 群 ， 五 的 因 
定 域 是 了 , 因为 方程 卫 ? 二 对 在 玉 中 只 有 Pp 个 解 , 它 就 是 也 的 p 
个 元 素 ， 只 要 能 证 明 五 守 G， 就 出 现 两 个 不 同 的 子 群 有 间 一 个 稳 
定 域 的 情形 . 

设 了 是 个 素数 , 而且 2。 以 本 记忆 上 中 次 的 扩张 (包含 在 
K 内 )， 于 是 有 
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CC 
邻 甩 = U 力 ， 万 是 尺 的 真子 域 ,而 且 是 无 限 域 ， 玉 / 召 自 然 是 


Galois 扩张 设 Hi=Aut(K/E)， 按 Galois 扩 张 的 定义 ， 知 有 
Hi 寺 人 }， 今 证 明 ,车 w 二 rE Hs, 则 4 全 甩 ,从 而 得 知 及 是 G 的 真 
子 群 ， 假 车 不 然 ，z 应 具有 形式 p， 于 是 召 中 每 个 元 素 = 都 满足 
方程 
Xr = 

由 于 上 述 方程 只 能 有 六 个 解 ,所 以 这 是 不 可 能 的 . 

这 个 例子 指出 , 区/F 的 中 间 域 所 成 的 集 &, 与 G 的 子 群 所 成 
的 集 .E， 其 间 无 释 合 对 应 的 关系 .不 过 8 仍 有 可 能 与 小 的 某 个 
适当 的 子 集 成 受 合 对 应 ， 要 建立 此 一 事实 ， 先 要 对 G 引入 一 种 拓 
扑 ,我 们 将 在 下 一 节 来 介绍 . 


§ 3.2 Galois 群 的 Krull 拓扑 


我 们 知道 ,要 在 一 个 任意 群 中 引进 一 个 拓扑 , 使 它 成 为 一 个 拓 
扑 群 ， 只 需 对 群 的 单位 元 素 给 出 一 个 邻 域 基 . 设 任意 群 G， 其 单 
位 元 素 为 .， 所 谓 ,的 邻 域 基 ， 是 指 由 G 的 子 集 记 成 的 一 个 集 3， 
满足 如 下 的 条 件 *”， : i 

(1) 2 中 每 个 子 集 口 都 包含 6 而且 由 一 人 

(2) 对 于 ,VE3, 恒 有 WE3, 满 足 WEUNT, 

(3) 对 于 每 个 UE2, 恒 有 VE2, 满 足 V.V TCU, 此 处 VV 
— {v1|rEY); 

(4) 对 于 每 个 口 E3, 以 及 每 个 ED, 恒 有 让 E3, 使 得 5 
CU, 

(5) 对 于 每 个 UE3,， 以 及 每 个 vzEG, 恒 有 VE3， 使 得 


) 见 第 一 章 文献 [4Jj, [7j; 或 第 二 章 文献 14j。 
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7 大 .7ET7 

有 了 的 邻 域 基 刀 7 jzez, 元 素 Y 的 邻 域 基 就 是 {zUVjres. 在 本 
节 中 ,我 们 专 就 G 是 无 限 Galoig 扩张 民 / 尼 的 Galois 群 Ant( 开 / 
ZI) 来 讨论 .为 了 克服 在 8 3.+ 中 所 指出 的 缺陷 ， 我 们 将 选用 一 种 
特殊 的 拓扑 。、 取 为 由 子 群 Aut(K/ 加 ) 所 成 的 集 ， 其 中 召 遍 取 
所 有 满足 条 件 

(*) 如 /了 为 有 限 正 规 扩 张 
的 中 间 域 ， 在 这 种 情形 下 , Aut(K/ 召 ) 是 9 在 正规 子 群 . 

首先 应 证 明 , 这 个 子 群 集 2 满 足以 上 的 条 件 (1) 一 (5).， 条件 
(3)、(4) .(5) ,在 当前 的 所 设 下 ， 显 然 是 成 立 的 . 设 导 TEAut(K 
/ 瑟 )， 此 时 必 有 aE 瑟 ,rzr(o) 关 ac， 即 w 捍 召 . 令 如 是 了 上 包含 a 
的 最 小 正规 扩张 .于 是 ?和 AuttK/B). 又 因为 [如 :本 <co, 故 
Aut(K/ 取 ) E32, 即 () 成 立 ， 其次, 设 AntCR/B), Aut( 区 /如 ) 
是 > 中 任意 二 子 群 ,21 与 有 Bs 在 KK 中 前 合成 妨 Bs 是 了 上 的 正规 
扩张 ,而 且 [BiBs: Fj 夺 [Ba:F][Ba: 了 Fl<00, 故 有 

Aut(K /HB) NNAut(K /Bs) = Aut(K/E NB,) EDS. 

因此 , (2) 成 立 . 

我 们 称 这 个 由 子 集 

2 一 {Aut(K/B)|BJ/F 为 有 限 正规 扩张 } 

所 定义 的 拓扑 ， 为 群 G=Aut(K/F) 的 有 Krull 拓扑 ， 在 这 个 拓 
扑 下 ,由 条 件 ( 了 ) 知 G 是 个 了 -拓扑 群 ,又 从 7 年 AutCK/B), 可知 
3: 是 一 个 包含 7 的 开 集 ， 且 了 人 zr 日 = 名 .因此 五 既是 开 的 ， 
义 是 闲 的 ， 由 吾 的 任意 性 ， 知 单位 元 素 的 邻 域 基 中 ， 每 个 邻 域 都 
同时 为 开 集 和 闭 集 ， 因此 ,在 rull 拓 扩 下,G 是 一 个 全 不 连通 的 
了 一 拓扑 群 。 在 $3.3, 我 们 还 要 证 明 它 的 紧 致 性 ， 

命题 1 所 设 如 上 ,对 于 下 /了 的 任何 一 个 中 间 域 B, Aut(K 
/已 ) 必 然 是 G 的 闭 子 群 . 
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证 明 ” 先 考 虑 [ 妨 : 丰 <co 的 情形 ， 设 入 是 召 在 KK 内 的 下 
规 闭 包 ， 显 然 , 六 是 上 的 有 限 扩张 ， 由 Aut(K/N)E2， 所 以 
它 是 开 集群 Aut(K/) 是 开 集 z.Aut(K/N) 的 并 集 , 共 中 5 遍 
取 Aut(K/ 召 ) 的 每 个 元 ， 因 此 , Aut(K/ 召 ) 也 是 开 的 .如 .上 向 所 
示 , 它 同 时 又 是 闲 的 . 

现在 设 如 是 任何 中 间 域 ， 首先, 召 可 以 时 其 中 所 有 的 有 限 子 
扩张 加 ;所 生成 ，) EI， 显然 ，Aut(K/B)EAut(K/B;)， 从 而 
Aut(K/B)C 有 Aut( 开 /万 ), 另 一 方面 , 车 7E { ) Aut(K/B), 


则 za) 一 a 对 任何 aEB; 都 成 立 . 从 而 有 7(w) = 2E 万 即 zE 
Aut(KK/ 刀 )， 这 证 明了 Aut《K/ 刀 = 由 Aut(K/B)， 但 每 个 
Anut( 天 /已 ) 都 是 闭 的 ,因此 , Aut(K/ 马 ) 是 个 闭 子 群 .时 

应 当 注意 , 当 加 /了 不 是 有 限 扩张 时 ，Aut( 尺 / 妃 ) 不 一 定 是 开 


的 . z / 
命题 2 设 G 如 前 ; 五 是 G 的 任 一 子 群 ; 如 是 且 的 稳定 域 

于 是 有 Aut(K/B)=H, 

此 处 瑟 指 五 在 Krull 拓扑 下 的 闭 包 . 


证 明 首先 , Aut( 玉 /了 芭 ) 刁 万 显然 成 立 ， 设 rEAnt( 天 / 盏 ) 
欲 证 7€E 互 ， 只 需 示 明 ， 对 于 4 的 邻 域 基 2 中 的 每 个 恕 ， 沸 有 
五 NvH'* 3, 根据 所 设 , 有 瑟 ' 一 Aut(K/B'), 此 处 妈 是 了 上 的 
有 限 正规 扩张 , 设 为 一 了 (a). 令 本 是 怕 上 包含 o 的 最 小 正规 
扩张 ( 含 在 及 内 )， 对 于 任 一 p€ 且 ， 它 在 到 上 的 限制 应 属于 
Aut(B1/ 恕 ); 另 一 方面 ,7 在 局 上 的 限制 , 也 同样 是 Aut( 召 /已 ) 
的 元 素 .但 Aut( 如 1/ 如) 的 每 个 元 素 都 来 自 五 在 BL 上 的 限制 、 因 
车 不 然 , 豆 在 妈 . 上 的 限制 成 为 AutCBi/B) 的 一 个 子 群 . 按 有 限 
Galois 理论 , 该 子 群 与 Bi/ 吾 的 某 个 中 间 域 相对 应 、 车 有 2E BA 
刀 , 使 得 p(w) 一 2 对 二 的 每 个 p 都 成 立 , 则 按 所 设 召 是 瑟 的 稳定 
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域 ,应 有 2“E 恕 , 包 盾 .因此 ,对 于 ozE Bi, 应 有 #2) 一 p(w),，pE 也 
特别 有 7T(0) 王 clo)，, 或 者 , zpla) 一 ga， 这 表明 了 rp 使 妨 的 
每 个 元 素 不 变 .。 按 所 设 , 应 有 TpE€H'. 因此 popEHNzH', 从 
而 有 AutC(K/E)EH. 又 MW HEAuUK/ECH, BR AuIK) 
怠 ) 为 闭 子 群 这 个 事实 , 知 Aut(K/E)=H. 量 

作 了 如 上 的 准备 , 现在 可 以 来 证 明 有 关 无 限 Galois 扩张 的 基 
本 定理 . 

定理 3.2(Krull) 设 KK/F 是 Galois 扩张;,G=Aut(K/F)， 
并 且 对 它 赋 以 Krull 拓扑 ， 于 是 有 

Gi) 在 区/ 了 的 中 间 域 所 成 的 集 @， 与 G 的 闭 子 群 所 成 的 集 
% 之 间 ， 存 在 一 个 疤 合 对 应 如 下 ， 每 个 中 间 域 如 对 应 于 闭 子 群 
Aut(K/ 有 有 ); 每 个 闭 子 群 互 对 应 于 它 的 稳定 域 . 

(ii) 若 i, BB3E6 与 Hi,， Ha€ .6 相对 应 , 则 

ECB, 与 Hi2H, 
是 等 价 的 . 

(iii) 团子 群 且 是 G 的 正规 子 群 ， 当 且 仅 当 它 的 稳定 域 如 是 
了 上 的 正规 扩张 .此 时 又 有 

Aut(B/F) TG/H. 

证 明 对 于 (i)， 只 需 证 明 所 给 出 的 两 个 对 应 是 互 为 可 道 的 . 
设 闭 子 群 五 的 稳定 域 是 瑟 ， 由 命题 2， 有 Aut(K/B)=H=H. 
反之 ,对 于 中 间 域 召 , 令 五 Aut(K/)， 如 果 互 的 稳定 域 及 六 
加 , 则 应 有 aE BB. w 是 及 上 的 可 分 元 ， 所 以 在 及 上 也 是 可 分 
的 ， 于 是 有 TEAut(KK/) 二 玉 , 使 得 T(a) 天 a, 矛盾， 这 束 证 明 
了 所 作 的 对 应 , 是 6 与 . 交 间 的 一 个 准 合 对 应 . 

(ij) 显然 自明 ， 至 于 (iii), 对 于 有 EW 有 TH7T "EW%. 者 
五 的 稳定 域 为 召 则 zz” 的 稳定 域 为 sz( 娟 )， 因 此， 瑟 成 为 正 
规 子 群 ， 当 且 仅 当 vw() =- 召 对 于 每 个 zEG 都 成 立 ， 以 下 的 论 
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证 , 与 证 明定 理工 .12 的 最 后 部 分 完全 相同 ,因此 (ii 成立。 量 

特别 在 及 /了 是 有 限 Galois 扩张 的 情形 ，G 的 每 个 子 群 在 所 
给 的 拓扑 下 都 是 闭 的 ， 此 时 定理 3.2 与 定理 1.12 是 一 致 的 ， 下 
面 我 们 再 对 定理 作 一 补充 ， 

命题 3 设 如 ;与 瓦 ; 是 在 定理 的 意义 下 成 对 应 的 中 间 域 与 闭 
子 群 ,， ) EJ. 于 是 { 万 与 由 诸 B; 生成 的 子 域 相对 应 ， 人 Ej 与 
由 诸 五 ; 所 生成 的 子 群 的 闭 包 相对 应 ,EY. 

证 明 命题 的 第 一 部 分 , 从 命题 1 的 证 明 已 经 得 知 , 今 径 证 第 
二 部 分 ， 令 H=Ant(K/[{ \8». 显然 有 互 症 妃 ;。 设 { 五 六 ez 生 
成 的 子 群 为 .此 时 有 五 三 豆 '， 瑟 ' 的 闭 包 豆 ' 又 是 子 群 ， 从 而 
也 二 了 H'( 因 为 也 是 闲 的 )、， 若 以 了 记 与 囊 相对 应 的 中 间 域 ， 则 
有 门 妃 三 B。 另 一 方面 , 从 页 再 可 导 至 如 对 了, 从 而 外 如 二 
态 ， 这 就 证 明了 站 名 上 

最 后 , 我们 用 一 个 例子 来 示 明 ,在 G 是 无 限 Galois 群 时 ,G 中 
存在 非 闭 的 子 群 . 

例 设 下 是 Q 在 它 的 代数 闭 包 内 ， 由 所 有 二 次 扩张 所 成 的 
合成 , 换言之 , ==Q@(S), 此 处 

S 一 {VP |p 为 任何 素数 ,以 及 p 一 一 二 . 
对 于 每 个 YEG= Aut( 玉 /Q), 显 然 有 也 = 因此, G 可 以 作为 素 
域 2/(2) 上 的 一 个 向 量 空间 ， 令 B 是 它 的 一 个 基 ， 对 于 8 的 任 ， 
一 子 集 了 TJ, 必 有 某 个 EG, 使 得 
nV Pp)=—-Vp, VPEY, 
nu(VP)=~VP, VPET. 

因此 |G|=2%*， 若 B 是 个 可 数 集 , 由 于 G 的 元 素 可 表 为 了 中 有 限 
个 元 素 的 线性 组 合 ,从 而 G 也 是 可 数 的 ,矛盾 . 因此,B 是 不 可 数 的 ， 
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从 如 中 去 掉 任 一 元 ， 余 下 的 元 素 生成 G 的 一 个 指数 为 ”的 子 群 . 
这 说 明了 G 中 指数 为 2 的 子 群 个 数 是 不 可 数 的 ， 得 男 一 方面 ，Q@ 
在 中 只 有 可 数 多 个 二 次 扩张 . 据 定 理 3.2, 9G 中 指数 为 2 的 闭 
村 群 ,也 下 只 能 有 可 数 多 个 . 


$3.3 反 向 极限 


就 无 限 Galois 扩张 而 论 ， 它 的 主要 结论 已 经 在 上 一 节 给 出 ， 
现在 我 们 要 介绍 一 个 一 般 性 的 概念 ,除了 它 本 身 的 重要 性 外 ,还 可 
以 用 来 从 另 一 角度 阐明 无 限 Galois 扩张 的 自 同 构 群 ， 因 此 , 现在 
来 介绍 它 ,将 是 非常 适宜 的 . 

设 荆 是 个 集 . 若 在 它 的 元 素 (不 必 是 全 部 元 素 ) 间 ， 规定 一 个 
序 关 系 所 ,满足 z 

1) 对 于 每 个 YET, 恒 有 < 

”2) 者 B<7, 7<6, 则 有 B<6 z 
则 称 Z 是 一 个 关于 二 的 偏 序 集 , 或 者 说 , 夺 是 荆 的 一 个 偏 序 , 记 作 
(ZX,， 夺 )。 如 果 志 还 满足 

3) 对 于 工 中 任何 二 元 素 7Y, 7Y', 必 有 7Y<Y 或 者 7 < 

4) 由 7Y<7 与 7Y<<7, 可 得 出 7Y=7Y,， 

则 称 科 是 二 的 一 个 序 , 以 人 ， 二 ) 记 这 个 序 集 ， 

令 ， 和) 是 个 偏 序 集 . 者 对 于 本 中 任意 二 元 素 B, >， 恒 有 
6€7 ,使 得 B<6 与 7Y<6 同时 成 立 , 了 就 称 人 人， 委 ) 是 个 有 向 集 . 

现在 令 {Sy}yer 是 由 任意 集 Sy, YET, 所 成 一 个 组 , 它 的 标号 
7Y 取 自 一 个 有 向 集 T. 今 要 求 {Sy}yer 满足 条 件 . 

对 于 (B6，7) ET XT, 车 有 B<7Y, 则 存在 映射 pye: Sy 一 > Ss， 
它 适合 

1) gyy 是 5y 的 恒 同 映射 ,yET, (3.3.1) 

2) 车 B<7Y<6, 则 gra 一 ye* oy， (3.3.2) 
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在 这 种 情形 下 ， 我 们 称 {Sy}yer 是 由 {9ye}y,ser 廊 定 的 一 个 反 向 
组 ,今后 径 称 反 向 组 (人 Z， 人 共计 ， 地 oj)， 今 有 以 下 的 

命题 1 设 (，{Sy}，{@$ys}) 是 个 反 同 组 .于 是 存在 一 个 除 ， 
答 合 了 映射 外 唯一 确定 的 集 5, 以 及 一 组 映射 ( 称 为 投影 ) 


ny : SS—N8,, 


满足 条 件 
对 于 B<7Y, 有 me= Pye Ty. (3.3.3) 
证 明令 信 是 直 积 可 .8， 的 一 个 子 集 , 它 由 所 有 满足 条 件 


当 B<7, 有 中 ya(sy) 一 se (3.3.4) 
的 元 素 $s 一 (sy)yer 所 组 成 ， 取 wy 为 S 到 它 的 第 7 个 分 量 的 投影 ， 
即 wy(s) 一 sy， 于 是 S 与 这 些 wy, 满足 (3.3.3). 
若 (S'，{zwjyer) 是 另 一 组 满足 命题 要 求 的 集 号 映射 ， 取 < 
SS ,并且 规定 ， 
ls ) 一 Ceo) )yer. 
由 于 在 B<7y 时 ,有 mh= om 故 (wy(s))yerES， 这 就 确定 了 
一 个 揣 射 凡 8 -> S, 满 足 
nO=m, 7ET. 
交换 S 与 5S 的 位 置 , 令 :8 一 入 是 由 
| : n=, YET 
所 确定 的 一 个 映射 . 于 是 有 
wy 00) = =m wy (0 0) = ,0 = 0, 
因此 ,0.1 与 80.0 分别 是 5 与 5S' 到 自身 的 恒 同 映射 , 这 示 明 了 0 
是 个 登 合 映射 、 星 
我 们 称 上 述 命题 中 所 确定 的 S 为 {8;}yer 关于 {9;e}y,ser 的 
反 向 极限 , 简 记 作 S = lims>. 


其 次 ,我 们 就 5; 是 拓扑 空间 ， 几 e 是 连续 映射 的 情形 进行 考 
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虑 ， 此 时 反 向 极限 8 一 lim 8; 可 以 有 一 个 拓扑 ， 那 就 是 TL8; 的 薪 


积 拓扑 在 总 上 的 限制 . 在 这 个 拓扑 下 ,投影 wy 都 是 连续 的 ; 并 且 ， 
除 同 肛 映 射 不 计 外 , 反 向 极限 是 唯一 确定 的 ， 此 外 , 尚 有 如 下 的 
命题 2 若 每 个 S, 都 是 Jo 空间 , 则 反 向 极限 S 在 乘积 拓扑 
下 , 是 上 LS; 的 一 个 财 子 集 . 


证 明 设 (sy)yer ETLSY\S. 今 证 明 ， 存在 (8y)yer 的 一 个 与 SS 
不 相交 的 邻 域 ， 由 于 (sy)yer 皇 8, 故 有 B, YET， 满 足 B<Y， 但 
EE 因此 ， 有 86 的 某 个 邻 域 Ms;, 与 gya(sy) 的 某 个 邻 域 
Ns, 使 得 守 s 几 Ns= 全 . 令 入 ,二 $C(Np)， 由 ys 的 连续 性 ， 知 
,是 的 开 集 ,而 且 syE 尺 >， 取 ILS; 的 一 个 子 集 IIy， 其 中 
尺 s 一 a; 卫 y 一 入 y; 而 对 其 余 的 YET, 令 卫 yw 一 Sy. 此 时 攻 ， 
是 HLA， 的 一 个 开 集 ， 它 包 含 (sy)yer, 但 阁 (sw)yer ELLZ,, 则 SpE 
Ma syENy, 以 及 中 als)) ENs， 从 而 pya(8) 天 鸣 ， 这 就 证 明了 开 
集 下 不 与 S 相交 , 故 5S 是 闭 的 .四 

从 拓扑 的 知识 得 知 。 如 果 每 个 8; 都 是 紧 致 的 Pa- 空间 ， 则 
TTS， 在 乘积 拓扑 下 , 也 是 紧 致 的 了 -空间 ， 另 一 方面 , 紧 致 空间 中 
的 闭 子 集 ， 对 于 诱 出 拓扑 而 言 , 也 是 紧 致 的 ， 因 此 , 从 命题 即 可 得 
到 | 

推论 ”车 每 个 8 都 是 紧 致 的 To- 空间, 则 

S=lirn8, 

在 上 面 所 规定 的 拓扑 下 , 同样 是 个 紧 致 的 也 一 空间 、 国 

命题 3 若 每 个 S; 都 是 全 不 连通 的 拓扑 空间 ， 则 8 一 lim8， 
在 上 面 所 规定 的 拓扑 下 , 也 是 全 不 连通 的 拓扑 空间 

证 明 设 名 是 Sy 中 由 sy 的 所 有 同时 为 开 和 闭 的 邻 域 所 成 
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的 族 ， 于 是 有 门 六 -fs}， 对 于 每 个 WE3，m7(CN) 在 [9， 


中 也 同样 既是 开 的 又 是 闭 的 ， 从 而 7 W)no3 是 s 在 总 中 的 开 
邻 域 与 闭 邻 域 . 设 经 s 是 及 的 另 一 元 素 ， 于 是 对 于 某 个 yY， 有 加 
天 sy， 由 于 8> 是 全 不 连通 的 ， 故 有 某 个 入 EZ2，, 使 得 如 年 吕 、 从 
而 1 和 Em71(N)， 这 就 示 明了 在 8 中 的 连通 分 支 是 

NA Gr Ns) = 


YET NE 
换言之 ,S 是 全 不 连通 的 . 由 
最 后 所 要 考虑 的 , 也 就 是 与 本 章 内 容 直 接 有 关 的 , 是 拓扑 群 的 
情形 ， 设 每 个 9 都 是 拓扑 群 ,YET; 又 对 于 B<7Y， gys 都 是 满足 
(3.3.1) 与 (3.3.2) 的 连续 同 态 ， 于 是 , 除 连续 同 构 不 计 外 , 存在 一 
个 唯一 确定 的 拓扑 群 G, 它 是 {Gy}yer 关于 {ys}y, per 的 反问 极 
限 ，G 一 limG;。 现在 要 把 这 一 事实 应 用 到 无 限 Galois 扩张 的 自 


同 构 群 上 来 . 
设 下 /了 是 个 无 限 Galois 扩张 ，Aut( 羽 / 列 ) 的 拓扑 如 83.2 

所 规定 ， 玉 /FF 中 关于 了 是 有 限 Galois 扩张 的 中 间 域 如,, 组 成 一 
个 集 { 召 y}yer. 今 在 标号 7 所 成 的 集 工 中 ,规定 一 个 偏 序 <; B< 
7y， 当 且 仅 当 三 易 知 ,， 工 成 一 个 有 向 集 ， 此 时 每 个 Gy= 
Aut( 恕 ,/ 了 ) 都 是 有 限 群 ,在 离散 拓扑 下 ,成 一 个 拓扑 群 ， 当 B<7 
时 ， 对 于 TEG,y, 规定 ya (为 T 在 Bs 上 的 限制 . 因此 ， pyalT) 
EG4, 它 表 明 pya 是 由 9 到 Ge 的 一 个 连续 同 态 . 同 样 ,又 规定 zy: 
Aut(KK/F)> Aut( 恕 /FF) 为 K 的- 自 同 构 在 加 ;上 的 限制 . 
{gys}yaer 显然 满足 条 件 (3.3.1) 与 (3.3.2)， 因此 (T，{Gy}， 
{$ys}) 是 一 个 由 拓扑 群 所 成 的 反 向 组 ， 下面 要 证 明 ， 这 个 反 向 组 
的 反 向 极限 , 正 是 具有 Kruoll 拓扑 的 自 同 构 群 Aut( 开 /万 ). 

”定理 3.3 设 下 /了 是 无 限 Galois 扩张 ;Gy, ye 的 意义 如 前 。 
于 是 有 1 
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Aut(RK/F)= 1imG,. (3.3.5) 
证 明 只 需 证 明 , 车 G 是 拓扑 群 , 每 个 :G9 -> G 都 是 连续 
闻 态 , 且 当 BE 和 > 时 ,有 dye.my= ps 成 立 ， 则 存在 唯一 的 连续 局 构 
b:G -> Aut( 玉 /), 使 得 有 zy*0=x YET z 
设 TEG， 对 于 任何 EK, 规定 
(7) (2) 一 my) (2), SLE By. 
首先 ， 这 个 规定 是 有 效 的 ， 因 若 4€ Bo, o€ 加,, 则 有 5ET， 合 得 
Ha B, B,CH. 从而 : 
Q(T) (2)= ny(T) (2) = psy (rs (7) (2)) 
= pe wT) (LD)) 一 me(z) (0). 
因此 ,6 是 一 个 确定 的 映射 
0:G0 —> Aut(K/F). 
9 显然 是 个 群 同 态 ， 有 限 群 Gy 的 拓扑 是 离散 拓扑 ， 故 ww7 (0) 
一 7(Aub(A/F,)) 是 GQ 中 的 开 集 ， 但 {Aut(KK/By)}yer 是 在 
Krull 拓扑 下 ， 元 素 .EAut(K/ 了 了 ) 的 邻 域 基 、， 因 此 8 是 连续 的 ， 
再 按 命题 1, 即 放 8 是 瞧 一 的 连续 同 构 .， 自 
结合 命题 2 的 推论 与 命题 3, 即 可 得 到 
推论 ”无限 Galois 扩张 天/ 下 的 Galois 群 Auk( 开 /1， 在 
Krull 拓扑 下 , 是 一 个 紧 致 的 2- 群 ; 它 同 时 又 是 全 不 连通 的 ， 国 


了 题 


1, 设 让 /FF, Lf/F 痢 是 正规 扩 洲 ; 妊 是 中 间 域 , 满足 FC ECEKGCL 证 
明 上 下 闭合 题 是 等 价 的 ; 

(i) AutC(K/E)= {i}; 

《iiy) 区 / 五 为 纯 不 可 分 扩张 ; 

(ii) AutCL/R)=Aut(L/B), 


2. 设 KK1SKsS… 是 由 域 扩张 所 成 的 无 限 列 ; LJRs。 又 设 对 
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半 每 个 %=1,，2, …, 太 ,/F 都 是 p? 次 的 循环 扩张 . 证明 下 /下 是 Abel 扩张 . 
3. 设 个 是 有 限 域 也 的 代数 闭 包 . 证 明 G=Aut( 人 /FP) 是 无 扭 的 Abel 
群 . z 
4. 以 素 域 了 ,=2Cp) 为 例 举例 示 明 在 群 G 一 Aut( 人 外/ 了) 中 , 存在 非 闭 
的 子 群 . 
5. 对 于 任 一 无 限 群 G, 可 依照 § 3.2 的 方式 来 规定 Krall 拓扑 ， 具 体言 
之 , 作为 单位 元 素 的 邻 域 基 , 可 取 G 中 所 有 满足 (G: N) < oo 的 正规 子 群 N。 
证 明 , 在 这 个 拓扑 下 , 子 群 豆 , 着 满足 (G: 肪 ) < co, 必然 是 闭 子 群 . z 
6. 利用 上 一 题 的 结果 来 证 明 ; 子 群 及 成 为 开 子 群 ， 当 上 且 仅 当 (G: 互 ) < 
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第 四 章 章 Kummer 扩 张 与 Abejl p- 扩 张 


”在 第 一 .二 章 中 , 曾经 讨论 过 一 些 简单 的 Galois 扩张 : 循环 扩 
张 与 根 式 扩张 , 下 一 步 ， 自 然 会 注意 到 Abel 扩张 .但 讨论 一 般 的 
Abel 扩张 ， 困 难 要 大 得 多 ， 卒 今 尚 无 一 般 性 的 理论 ， 车 以 代数 数 
域 上 的 有 限 Abel 扩张 而 言 , 那 就 导 至 了 类 域 理论 ,在 本 章 中 , 我 们 
只 介绍 两 种 特殊 的 有 限 Abel 扩张 , 那 就 是 Kummer 扩张 和 Abel 
人 扩张， 对 它们 的 讨论 ， 涉及 到 一 些 域 论 以 外 的 知识 ，Galois 上 
同调 ,对 偶 群 ,以 及 Witt 的 向 量 算法 等 , 我 们 将 分 别 引 入 . 


$ 4.1 Galois 上 同调 
设 G 是 群 , 以 乘法 作为 运算 ; 又 设 4 是 Abel 群 , 它 的 运算 记 
作 加 法 ， 我 们 称 G 作用 于 4, 或 者 说 4 是 一 个 ( 左 )G- 模 , 如果 对 
于 每 个 rzEG, 以 及 a€ 4, 削 有 za€E4, 并 且 满 足 
yta 十 B) 一 Ia 十 TB; 
(ur) a= (Teo). 
设 f 是 从 G 到 4 的 映射 :rzF> ar。 如 果 满足 关系 
f+ wf)) = fp7), (4.1.1) 
则 称 满足 Noether 方程 ,或 者 说 是 从 G 到 4 的 交叉 同 态 . 若 
用 同调 代数 的 术语 , 则 称 了 是 G 在 4 中 的 一 个 一 维 上 闭 链 ， 映 射 
也 可 以 直接 写成 {arjvee。 两 个 映射 之 和 , 按 以 下 方式 规定 : 
{or} reot {Br}rea—= {ar 十 Bree。 (4.1.,2) 
显然 ， 当 {or}r: Gs {Br}ves 都 是 一 维 上 上 闭 链 时 ， 它们 的 和 也 同样 是 
一 维 上 闭 链 ， 因 此 ， 全 体 一 维 上 闭 链 组 成 一 个 加 群 ， 记 作 21(G,， 
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4)， 其 次 ,对 于 任何 映射 1:G 一 .4, 车 存在 一 个 BE4， 使 得 对 每 
个 rzEG, 沸 有 f(z)=zB 一 8 成立 则 称 f 是 GQ 在 4 中 的 一 个 一 
维 上 边缘 ， 在 由 (4.1.2) 所 规定 的 加 法 下 , 所 有 的 一 维 上 边缘 组 成 
一 个 加 群 , 记 作 B1(G,，A)， 又 因为 每 个 一 维 上 边缘 都 是 一 维 上 闭 
链 ,所 以 BI(G, 4) 是 21(G，4) 的 子 群 .以 下 我 们 将 要 考虑 因子 群 
2Z1(G，4)/B1(G/ 4)， 我 们 称 它 是 G 在 4 中 的 第 一 上 同调 群 , 记 
作 互 1(G，4)， 

在 以 下 的 应 用 中 , 也 涉及 到 4 是 乘法 群 的 情形 ， 此 时 (4.1.1) 


成 为 
jum) 一 AL 7)) fF); 


上 边缘 的 条 件 成 为 f(z)=5B8/B. 2Z1(G, 4), Bi(G, 4 和 五 区 G， 
4) 也 都 相应 地 成 了 乘 群 。 五 '(G,，4) 的 单位 元 素 ， 在 作为 腾 群 和 
加 群 时 ,分别 用 1 和 0 来 表示 . 

对 我 们 的 应 用 而 言 ， 是 要 讨论 Glalois 扩张 的 情形 ， 设 K/F 
是 个 Galois 扩张 , 取 G=Aut(K/F); 4 可 以 分 别 取 尺 就 加 法 所 
成 的 群 K+， 以 及 下 ~ 玉 \{0} 按 乘法 所 成 的 群 ， 仍 记 作 天 ， 针对 
这 种 G# 和 4, 来 讨论 第 一 上 同调 群 、 这 就 是 标题 中 所 称 的 Galois 
上 辐 调 ， 我 们 的 结论 是 : 

定理 .1 设 G 是 Aut K 的 一 个 有 限 子 群 , 于 是 有 

Hi(G, K+)=0, Hi(G, K)=1, 
其 中 0 与 工分 别 表 加 和 群 和 乘 群 的 单位 元 素 ， 

证 明 按 $1.6 命题 1，G 的 元 素 关于 是 线性 无 关 的 ， 故 

有 5EK, 使 得 5 名 /3) 关 0。 显然, 对 任何 YEGG, 毕 有 rc=a， 


因此 , 名 AS ) = 为 简便 计 , 不 妨 径 设 0) =1, 任 取 ff 


EZ'(G, Kt), 令 
cr f(D, 
于 是 有 
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Ya 一 Sr fv) = Sf (vp) — f (0%))rn(d) 
= f (vm) vid) — (7) 之 4.(60)) 
=0—f (7)7(1) =a—f (7). 
取 B6= 一 a,， 即 得 f(r)=7wB-8EB'(G,，K'),， 这 就 证 明了 
Hi(G, K+) -0. 
对 于 乘 群 访 , 可 作 类 似 的 证 明 . 设 fE21(G, 正 ). 取 YEK， 
使 得 
0 之 f (Wu(y) 0. 
于 是 有 ra 一 也 NO) 


以 fz) =zf (1) -f(z) 代 入 上 式 , 可 得 
za 一 之 人 Fo 一 DTRC7) 


= (f (7)) 之 f (TH TNTY) = 0 f (7). 


取 B=a-!， 即 得 f(v) =vB8/BEB1(G， 闵 ), 从 而 Hi(G,，K) = 
[和 

上 述 定理 指出 , 不 论 就 域 玉 的 加 群 或 乘 群 来 说 , 第 一 上 同调 
群 都 是 平凡 的 ， 以 下 ,我 们 将 把 G 取 作 有 限 Galois 扩张 /的 
Galois 群 Aut(K/F). 


$4.2 Abel 群 的 对 偶 群 

设 G, 4 是 两 个 任意 的 Abel 群 ,运算 都 是 乘法 ; 又 设 x, 由 是 

从 9 到 4 的 两 个 同 态 . 今 以 z 
(Xb)T=xT hy, TEG (4.2.1) 
来 规定 乘积 炒 、 在 这 个 乘法 运算 下 , 不 难 验 知 ， 所 有 的 同 态 形成 

一 个 Abel 群 , 记 作 Hom(G，4)， 

本 节 所 要 讨论 的 是 有 限 Abel 群 ， 为 此 , 先 对 指标 为 有 限 的 情 
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形 来 引进 有 关 的 称 亩 ， 设 m (之 1) 是 整数 ,着 对 于 G 的 每 个 元 r， 
家 有 7"=t, 而 且 m 是 具有 此 一 性 质 的 最 小 正 整 数 ， 则 称 G 的 指 
数 为 m， 在 这 一 情形 下 ， 我 们 取 4 为 有 限 循环 群 和 4， 并且 要 求 它 
的 阶 | 纯 | 可 被 m 整除 ， 此 时 称 Hom (G，2) 的 元 素 为 G 的 特征 
标 ， 称 Hom(G, 2Z) 为 G 的 特征 标 群 ， 更 常用 的 名 称 是 G 的 对 偶 
群 , 用 G^ 来 记 它 . 
以 下 设 G 是 个 有 限 Abel 群 ; v1，…, mw 是 它 的 一 个 基 , 以 mw 记 
7 的 阶 ， 于 是 , 每 个 EG, 都 可 唯一 地 表 如 
T= TT (4.2.2) 
其 中 1<w<%m, 7=1,…,，7+. 设 0; 是 ZZ 中 由 满足 2*=1 的 元 素 
所 成 的 子 群 ,1 表 2Z 的 单位 元 素 。 由 于 % 是 |2 | 的 因子 ，0; 就 是 
Z 中 阶 为 名 的 子 群 。 取 C=0O1x…x0,， 以 分 量 相 习 来 规定 它 的 
乘法 .这样 它 成 一 个 群 ， 而 且 与 G 同 构 . 今 径 证 ，O 又 同 构 于 GG 
的 对 偶 群 G^. 
设 XEG , 令 Xm 一 0 7 一 1，…', 7.. 于 是 63= (XT) =X(58) 
一 x(t) 二 1 即 6;E0O;， 从 而 
YX > (XT1, *, XTr) 一 (ct com EO (4.2.3) 
束 是 一 个 从 G 到 0 的 映射 。 若 在 这 个 对 应 下 ， 同 态 少 对 应 于 
(01，，…, 0'), 则 有 
px F> (ViaxTi, , Wert) = (161, '**, CC;) 
= (C1, ***, C7) (C1, ***, 0;). 
因此 (4.2.3) 给 出 一 个 从 G* 到 0 的 同 态 ， 当 % 使 每 个 都 取 值 
[时 , xv 一 1 对 每 个 EG 成 立 ,换言之 ,x 为 G^ 中 的 单位 元 素 ， 因 
此 , (4.2.3) 是 单一 的 . 另 一 方面 , 任 给 O 的 一 个 元 素 (C1,，…, 0)). 
令 XT3=0;, 一 1，…, 7?。 按 (4.2.2) 以 及 乘法 的 规定 ， 可知 x 是 从 
G 到 0 的 一 个 同 态 , 因此 (4.2.3) 又 是 满 射 的 ， 这 就 证 明了 
“命题 上 设 G 是 有 限 Abel 群 ,2Z 是 有 限 循 环 群 , 它 的 阶 可 被 
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G 的 指数 所 整除 . 于 是 有 G~Hom(G, 2) 一 G*. 有 
还 可 以 注意 到 一 个 事实 ; 若 o 是 循环 子 群 0; 的 生成 元 ,7=1， 
…，7， 则 由 Xi(T1) = 0 X(T =1, 大), 所 规定 的 同 态 xi,…',， Xx” 
是 G” 的 一 个 基 , 换 言 之 ,任何 一 个 xEG*, 篆 可 写 如 
YX 一 X1 Xr 
若 元 素 (4.2 多 对 所 有 的 XEG 钴 有 xzv=1, 则 xyr=1, 9 一 十 
7， 因此 有 x 一 0 二 1 或者, @y 一 mw 对 每 个 7 了 成 立 ， 此 时 z= 
一 7 一 ,上 帮 又 有 
推论 1 在 命题 的 所 设 下 , 对 于 G 中 每 个 关上 ， 必 有 某 个 xE 
G^, 使 得 xz 天 .和 
为 下 一 节 论 述 的 方便 计 ， 现 在 再 引入 一 个 概念 . 设 G， 志 是 
任意 二 个 Abel 群 ,4 是 有 限 循环 群 ， 映 射 
$$ : GxH—A4 
如 果 满 足以 下 的 条 件 
Pv va, x) = Pr, Xp (Ta, X ) ， 
Pv, Ja fa) =pr, Xt) p(T, Xa), 
其 中 贱 , TaEG, ja Xa€ 瑟 ,就 称 为 9,， HH 在 4 中 的 一 个 配对 . 今 
规定 9G, 瑟 的 子 群 
0 ={7EG14(r, xX) =1 对 所 有 的 xE€H}; 
妃 "={XE 五 jg x) =1 对 所 有 的 7E 人 G0. 


(4.2.4) 


现在 证 明 ， 

命题 2 车 互 /H? 是 有 限 群 , 则 有 G/G*~H/H?*. 

证 明 不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 4 是 在 复数 域 中 由 m 次 单位 根 
所 生成 的 循环 群 ，m= |4|， 对 于 每 个 YEQ, 令 xx) = 加 Cr, x). 
于 是 xs 成 为 互 的 一 个 特征 标 ， 即 xz€ 五 ^， 又 按 已 ”的 规定 ,ys 
可 作为 属于 ( 互 / 万 D)^.， 车 mm Ta€EG, 则 有 

Xzr CX) = Pv Ta x) = Pr, Xba, x) 
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一 Xe (XY) Kr) = Kn Kn). 

这 表明 了 rF*xr 是 从 G 到 五 * 内 的 一 个 同 态 ， 又 车 7 属于 该 辣 
态 的 标 , 则 对 于 每 个 xE 瑟 , 缘 有 xr(xX) 一 $v, x) 一 1, 即 7z€E0G., 反 
之 ,对 于 rEGr，xs 就 是 互 * 的 单位 元 素 ， 因 此 , G/G! 同 构 于 (H/ 
五 ^ 的 一 个 子 群 ; 从 而 同 构 于 五 /HH? 的 一 个 子 群 ， 同样 的 论证 
可 得 出 ， 匡 /及 ? 同 构 于 GYGP 的 一 个 子 群 .在 瑟 /H' 是 有 限 的 前 
设 下 ,命题 即 告 成 立 . 目 

当 G 为 有 限时 , 取 五 =G^, 使 用 命题 1,，2, 妈 得 

推论 设 G 是 有 限 Abel 群 ， xi,…, x; 是 它 的 特征 标 ， 于 
{和 ,，…，%} 生 成 G 的 对 偶 群 有 卫 =G^， 当 且 仅 当 由 xir=1, j= 
1,，…, f+， 必然 导 至 z=,. 币 . 


$4.3 Kummer 扩张 


一 个 Galois 扩张 /了 ， 如 果 它 的 Galoig 群 Aut(KK/F) 是 指 
数 为 m 的 Abel 群 ， 就 称 /了 是 指数 为 mx 的 Abel 扩张 ， 又 若 
万 含有 m 次 本 原单 位 根 ， 则 称 玉 /为 Rummer 扩张 (或 者 ， 
Kummer 18- 扩张 ) ， 以 下 我 们 总 假定 已 含有 次 本 原单 位 根 ， 
并 且 以 Z 记 由 m 次 单位 根 所 成 的 阶 循环 群 , 它 是 玉 的 一 个 子 
群 。 在 这 个 前 设 下 ,也 的 特征 或 为 0, 或 与 m 互 素 ， 为 确定 计 ， 本 
节 所 论 及 的 扩张 ， 都 含 在 下 的 一 个 代数 闭 包 天内， 我 们 注意 , 符 
号 gl" 无 确定 的 意义 ， 因 为 它 可 以 代表 方程 了 "=& 的 任何 一 个 
根 ,但 在 当前 的 情形 下 ,无 论 它 代表 该 方程 的 哪 一 个 根 , 域 F(a1/") 
总 是 一 致 的 ， 因 此 ,在 以 下 的 段落 中 ， 我 们 不 避免 使 用 这 一 记 法 ， 
对 于 鳌 的 任何 子 集 B, 今 以 Bi”? 记 集 {w1/"|w€B}, 于 是 FF(BYW") 
就 是 在 让 内 ， 由 形式 如 妃 (aVm) 的 子 域 记 作 的 合成 ， 今 有 如 下 的 
定理 : : : 

定理 4.2 设 刀 是 六 的 一 个 子 群 ， 并 且 包 含 子 群 加 = {or"la 
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E 前 ,于 是 域 玉 = 开 s-- 7(B 内 是 玉 上 的 区 ammerm- 扩张 ; 它 
的 Galois 群 G 的 对 偶 群 G^ 同 构 于 B/F". 

证 明 由 于 KK 是 上 一 组 形式 如 了 节 ”"a 的 多 项 式 的 分 裂 

域 ,所 以 K/F 是 Galois 扩张, 以 G 记 其 Galoig 群 ， 

: 设 必 = ，4EBD、 于 是 有 za=gra, 《vv 是 某 个 m 次 单位 根 ， 
按 所 设 ,5r EZEPF. 由 (ura 一 Ca 一 ou 一 ra Wr= Th. 
又 因为 za 一 za 一 o 对 每 个 如 上 的 oa 都 成 立 所 以 z” 是 玉 上 的 
恒 同 自 同 均 ， 即 z*=s， 由 7zEG 的 任意 性 ， 知 G 是 指数 为 ms 的 
Abel 群 , 即 玉 /FF 是 Kummer mr 扩张. 

对 于 每 个 4€B, 令 

br 0) = vo/0 (4.3.1) 

其 中 a 满足 a"=g， 首先 ， 这 个 规定 是 有 效 的 ， 因 若 o 是 了 "=a 
的 另 一 个 根 , 则 有 a=La ,< 是 某 个 mr 次 单位 根 . 于 是 


从 而 ToV 一 67Q 7160 一 To Vol . 
今 证 明 $ 是 G 与 B 到 2 的 一 个 配对 .由 
| (到 三 - (vor _ Toa™) _70_6_] 


o OQ Oo o% a ’ 
知 gr wm) EZ， 从 而 又 有 


a A LUC 
Prh, o) 0 C 本 o ) 


-pr, $l, 四. 
另 一 方面 ， 显 然 有 br，c0) = 区 (rz 9)$(T, 5)。， 现 在 令 xo(7?) = 
gr, 4%). 根据 上 面 所 证 , xe 是 G 的 一 个 特征 标 , 即 xeEG^， 又 按 
PLT, 00D) = $s, oj) pl, 0), 有 Xoo (T) = Xo(T) Xb(T) 一 (Xoxp) (7) ， 
这 证 明了 
f: oF>xo (4.3.2) 
* JJ ， 


是 一 个 从 有 某 群 B 妈 G* 的 间 态 ， 现 在 来 证 了 是 满 射 的 , 设 XEG“， 
于 是 有 
XD) =X XT 一 XU NOXCT))。 
在 下 /FF 是 有 限 扩张 时 ,所 定理 4.1 可 得 x(z)= 二 78/B; 在 人 /了 为 
任意 的 Kummer m- 扩 张 时 ,由 一 个 类 似 于 定理 4.1 的 结果 同 
年 可 得 出 X(T) 一 TB/B， 再 从 z 
l=x(0) =x(7") = «8"/B", 
得 Bm"=5E 玉 .因由 ,x=xs， 故 了 是 满 射 的 ， 其 次 考虑 核 ker f= 
{4|xo 一 单位 特征 标 }， 从 
1=xa(7) 一 Ya/a 

对 每 个 7 成立 , 知 有 aE 玉 .但 a=o"m, 即 wEZHm， 这 就 证 明了 G 
~B/f". 

特别 在 群 指数 (B: 六") 为 有 限时 ， 玉 a/ 是 有 限 Kammer 扩 


张 ,此 时 应 有 
[Kp:F}= 1G|= 190°|= (8B8: 7"). 


现在 我 们 就 有 限 扩张 的 情形 ， 来 讨论 上 述 定理 的 道理 ， 设 
及 /8 是 个 有 限 Kummer m- 扩 张 ;G 是 它 的 Galois 群 ; 又 设 - 
fH=Hr={aCK|o"rE i. 
万 显然 是 下 中 一 个 包含 天 的 子 群 ， 令 
由 (rz，a) 一 Ya/ a， 
如 定理 4.2 的 证 明 所 示 , 史 是 G 与 互 到 2 红 的 一 个 配对 ， 此 时 全 
与 厅 分 别 是 
= {rEGIg(r, o) =1, 对 每 个 oa€ 已 }， 
/ {aE€ 匡 |9(z, a) =1, 对 每 个 7E0. 
首先 , 有 H1= 瑟 NN 了 = 了 ， 要 确定 G7, 需 要 用 到 $$4.1 和 4,2 的 结 
果 ， 对 于 任 一 XEQ^, 由 
) 见 [3],; Pp. 79, p. 87。 
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YX (ZL 一 XT YX 内 一 TUXAD xT, 7, WEG 
得 xEZ1(G, 下) 一 B1(G, 下 )， 即 存在 BE 忘 ， 使 得 对 于 每 个 
TEQ, 篆 有 xz=zB/B( 定 理 4.1)， 所 以 当 rE 包 时 ， 对 于 每 个 
xXECG^， 和 有 %Xz= 工 从 而 得 出 =484.2 命 题 工 的 推论 ) .这 证 明 
了 P= 人 .再 根据 $ 4.2 的 命题 2, 即 有 GH/F. 
为 一 方面 ， 按 总 的 规定 ，B8= Bm"~{enleE 有 H} 应 是 了 的 一 
个 子 群 ， 从 耳 到 B 的 同 态 


a HH> om (4.3.3) 
它 在 浆 上 的 限制 是 满 射 同 态 
>E™, 
车 在 诱 出 的 满 射 同 态 
H/F ->B/F" (4.3.4) 


下 ,有 中 F 加 则 omEFm 即 or=b"m, DE 方 从 而 有 a=22 5 
是 某 个 m 次 单位 根 ， 于 是 aE 了 ,这 示 明 了 (4.3.4) 是 个 同 构 .: 因 
此 
GH/FB/F". - (4.3.5) 
又 按 G 是 有 限 的 ， 所 以 BB 是 五 中 关于 名 "的 指数 为 有 限 的 子 群 ， 
并 且 [K:F]=(B:F"). 
从 以 上 的 论述 ， 还 可 以 得 到 一 个 从 有 限 的 Kummer m- 扩 张 
KK 到 了 玉 中 关于 ”有 有 限 指 标的 子 群 B 之 间 的 对 应 ， 
Krt>B. (4.3.6) 
不 难 验 知 , 这 是 一 个 释 合 对 应 .因为 ,首先 按 定理 4.2, 它 是 满 射 
的 ， 反之 , 给 定 一 个 有 限 的 Kummer 扩张 /了 作 五 如 前 ; 又 
令 B= 吴 m 以 及 Ksp= PUB) 显然 ,KpEEKK， 对 于 Ks, 作 
Hi= {a€E Ky|or EF}, 
以 及 Bi 五?。 于 是 有 有 EBI”E HH 及 ， 从 而 H=Hi,， B= 
23+。， 再 根据 
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[KR:F] = (B: Pm) = (Bi: PF") = [Ks:F]), 

就 得 到 天 = 天 ps， 这 证 明了 (4.3.6) 又 是 单一 的 。 从 以 上 的 讨论 纤 
合 定理 4.2, 就 有 

定理 4.38 在 上 上 有限 Kummer m- 扩 张 尺 /F， 与 了 中 关 
于 fm 的 指数 为 有 限 的 子 群 B 之 间 , 存在 一 个 释 合 对 应 

BH->EK= Ksp= FCB™), 

使 得 有 Aut(Ks/F)>B/F™, 从 而 [Ka:Fl=(B:F"). 

从 以 上 的 论证 中 ,还 可 以 见 到 ,对 于 有 限 的 Kummer 扩张 KK/ 
万 ,如 果 (oigm， …，m2m) 是 吾 /Fm 的 一 个 基 , 则 

K=Ks=F(al™, ..., aV™), 

换言之 ,KK/F 是 多 项 式 (及 "一 @1)…( 子 "一 0,) 的 分 裂 域 . 


与 循环 扩张 的 情形 类 似 , 我 们 还 可 以 就 万 的 特征 为 p 关 0 时 ， 
来 讨论 指数 为 了 的 Abel 扩 张 . 对 此 , 将 有 一 个 与 上 述 定理 类 似 的 
结论 . 

我 们 仍然 在 了 的 一 个 代数 闭 包 信 内 来 考虑 。 对 于 台中 任何 
元 素 a, 令 z 
So) = 0. (4.3.7) 
算 子 乡 给 出 名 到 自身 内 的 一 个 自 同 态 , 因为 

Pla+pB) = (at+B)?— (at+B) / 
= (og 一 办 十 (8B? 一 B) =2(o) + PPB). 

对 于 任何 子 集 五 , 我 们 规定 多 是 一 {la) |wE 互 }. 对 未 定 元 忆 ， 
则 有 纪 ( 及 ) 了?-- 卫 其 次 , 又 以 多 "14 记 集 {x EF 多 (0 =), 
或 者 说 ， 它 是 由 方程 了 ?一 全 一 4=0 的 根 所 成 的 集 ， 于 是 对 于 了 了 
的 任何 子 集 B, 规 定 多 1B- {P10 ln€B}. 

作 了 如 上 的 这 些 记 法 , 我 们 可 以 陈述 结论 如 次 : 

定理 4.4 设 了 的 特征 为 2p 到 0。、 于 是 在 五 上 指数 为 p 的 有 
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限 Abel 扩张 区 / 户 ， 与 了 + 中 关于 多 Pt 的 指数 为 有 限 的 字 群 8 
之 间 , 存在 一 个 登 合 对 应 
Br> RK-Ks=F(F1B), 

使 得 有 Aut(K/F)B/ZE!t Hm[K :PF]= BOE!). 

这 个 定理 的 证 明 ， 基 本 上 与 定理 4.2, 4.3 的 证 法 相 类 似 ， 因 
此 , 只 需 略 述 其 天 概 . 

设 /8 是 指数 为 p 的 有 限 Abel 扩张 ,9 一 Aut(K/F). 令 

H={a€E Kt|Z(w) EF}. 

易 知 五 是 KK? 的 一 个 子 群 ;由 此 又 有 了 了? 的 子 群 8 一 (HH). 

按 所 设 ,G 是 指数 为 p 的 有 限 Abel 群 . 任 取 从 G 到 让; 的 同 态 
XG 一 局 ,于 是 ,XCv1) 一 xT 十 XW=T(XW) 十 XT TxEZTG, KT?) 
一 B'(G, K')， 从 而 存在 BEK1， 使 得 对 每 个 EQ， 都 有 x7 一 
vB 一 B8.， 因此， 

PB) THB) = Br—B—7T(B?)+rh 

= (7B~B)—(rh’~—p’) =xr— (x7)?=0, 

即 多 (B) EP, 或 者 ,BEH. 

另 一 方面 , 从 任何 a€ 瑟 ,规定 一 个 x:x7=Ta--m.， 可 以 证 明 ， 
x 是 从 世 到 了 的 一 个 同 态 . 

其 祭 的 论证 步骤 , 完全 平行 于 定理 4.3 的 证 明 , 今 从 上 略 . 

对 于 Abel 扩张 ,下 一 步 要 讨论 的 ， 自 然 是 指数 为 好 的 情形 ， 
对 它 的 讨论 ， 需 要 用 到 二 . Witt 于 1936 年 所 引入 的 一 种 向 量 算 
法 .我 们 将 在 下 一 节 来 介绍 . 


§ 4.4 Witt 向量 
设 孔 是 Q@ 上 含 一 个 或 多 个 文字 (未 定 元 ) 的 多 项 式 环 ; D" 表 
示 m 个 也 的 笛 卡 尔 积 Dx…XD, 它 的 元 素 2ED"™" 称 为 向 量 , 写 
如 42 一 (oo， “""， zm-1) ,对 于 任意 二 辣 量 化 ， y= (Yo0, ”"* > Ym-1) ， 按 分 
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二 的 加 法 与 莱 法 ,可 给 出 六 ”的 一 个 环 结构 ， 今 以 D" 同时 记 这 
个 环 ; 它 的 加 、 减 .和 乘 运算 , 分别 用 四 .加 .和 斩 来 记 ， 此 时 有 
XBY= (oo 土 yo，…，Wm-1 士 Wym-1)， 
XOY= (LoYo, **, Tm-1Ym-1). 
现在 任 取 一 个 素数 p， 对 向量 %= (wo,…， zm-) 作 
Wg Tt po 二 Tp =0,:%, m—l1 (4.4.1) 
具体 地 写 出 如 下 ， 


2 十 六 om 1 
这 样 作出 的 2 …，utn-5， 称 为 回 量 二 的 Witt 分 量 . 也 这 m 
个 量 , 可 作 D” 中 的 另外 一 个 向 量 
pw) = (2 wo … vm)), 

从 而 得 到 一 个 从 Drm 到 自身 的 映射 - 

op: vwH>9(w). ~ | (4.4.2) 
另 一 方面 ,对 于 了 D 中 任意 给 定 的 % 个 元 素 2，…， "可 以 通 
过 (4.4. 了 ), 唯 一 地 得 出 w6, …, zm- 具体 如 下 


wo 一 wn, 


me hr CD (ote te)), Oi<m—2 


(4.4.9) 
因此 ，9 是 一 个 D'" 到 自身 的 又 合 上 映射 我们 现在 使 用 9 的 道上 映 
射 p-:， 对 向 量 集 De” 来 规定 它 的 另 一 个 环 结 构 。 为 区 别 记 ， 以 
土 ,分 别 记 其 中 的 加 减 , 与 乘 ， 令 

wiy=p (92) BoY)); (4.4.4) 
VY=g pm) Og Y)). 
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我 们 以 Dm 记 这 个 环 ， 在 这 样 的 规定 下 ,9 就 成 为 从 Ds 到 了 om 的 
一 个 环 同 构 。 从 (4.4.4), 立即 有 
(wv 十 办 DO=20 
(PH = WY. / 
由 于 (0, …, 0) 种 (1,…， 轧 分 别 是 环 已 ” 的 零 元 素 和 单位 元 素 ， 
故 8 一 0 …, 0 一 (0 0) 和 2 1 …, 1) = (1, 0,…, 0) 
分 别 是 D 的 零 元 素 和 单位 元 素 . 

Wi 证 向量 算法 的 一 个 基本 事实 , 是 在 于 证 明 : 若 向 量 %, 9 的 
分 量 都 是 整 系数 的 多 项 式 , 则 按 (d4,4. 甸 所 规定 的 Z 士 y 和 .2， 它 
们 的 分 量 也 都 是 整 系数 的 多 项 式 、 为 证 明 这 一 事实 ， 不 妨 设 D= 
Z[Xo, 2 mnt; Yo, **, Ym-i)]; %, y ED'™, 首先 , 作 DY 到 肖 
身 的 Frobenius 觅 射 四 

P;: 0hHF>o 一 (0 1)。 (4.4.5) 
有 了 这 个 映射 , (4.4.1) 又 可 写 如 四 
WD (PTD 十 DUO，bPT .~ (4.1) 
现在 有 一 个 引 理 : 

引 理 1 对 填 D" 中 任意 二 向 量 2%，y， 以 及 每 个 整数 % b>1, 
下 列 二 同 余 式 是 等 价 的 

m= (mod yw) 
WY) = (mod pt 1 
其 中 六 与 p*! 分 别 指 D 中 的 主 理想 PD 与 2D. 

证 明 5 一 0 时 结论 显然 成 立 , 设 对 于 56--1 已 告 成 立 ， 按 、 
(4.4.D), 49 二 Vf? (mod 1971 等 价 于 vw 三 Yi(m0d Pp 疏 以 及 (vw 了) 人 
二 (yPJ4-D(mod Ppt) , 后 者 又 等 ea 价 于 Wi Dey (mad pet1) , 
从 归纳 法 的 所 设 ， 结 合 (4.4.1)， 以 及 (四 三 0(mod n), 即 知 结论 
成 立 . 

以 下 ,我 们 用 符号 * 统 一 表示 Dm 中 的 运算 土 ，'; 我 们 所 要 证 
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明 的 结论 , 可 以 进一步 强化 如 下 ， 
命题 了 设 xw, y€ED™, D=2Z[Xo, …, Xm Yoo,"', Y ni). 
于 是 (oxy) ELLXo, 7, so, YF], Ss<m—1. 
证 明 对 于 4=0, 结论 日 明 . 设 结论 对 4 一 工 已 告 成 立 ， 由 于 
(La) = PHY TF PIH) 
所 以 只 需 证 明 
(wy) PY DN (modp’). 
从 (4.4. 二 ), 知 有 
oH (pF) SD (mod 0 
yy) (mod p) 
从 而 有 (oxy) 1 = wf 
= 07) Dx (yr) DD 
= (vy) (mod yp). 
男 一 方面 , 由 于 整 系数 多 项 式 的 jp 次 器 ,与 各 项 分 别 以 其 Pp 次 种 代 
替 记 得 的 多 项 式 ,关于 了 是 同 余 的 , 据 归纳 法 前 设 ,在 s<i 一 1 时 ， 
有 (ox9) ,= 0 *y")s (modp). 
从 而 取 s=6 一 1 有 (zxy) 下) 二 (wy*) 呈 Cmod p')， 即 命题 对 
于 “了 也 成 立 . | 
为 了 以 后 使 用 上 的 方便 ,命题 的 结论 可 以 改写 成 如 下 的 形式 ， 
(T+Y)s= si(Vo, ,Ds Yo, **, Yi) 一 SO Y) 
(PY) V0, 7, Ds Yo, *%, Ys) = (m, Y) (4.4.6) 
Pi = MVo, ,Ds Yo V1) = ML, Y) 
其 中 s,Q, mi 都 属于 2[Xo， “Yo, *……, Y,], 0<7s 一 二。 
从 而 又 有 下 面 的 记 法 : 
0 十 8 一 (So 2)，S4(C， 幼 Sm-t(O，9))， 
2 一 gg (do 2 Y), ,dm-1(%, Y)), (4.4.7) 
zy 一 (Coke，0) ，I2d (0 y), gy Mn-1(%, )), 
* 120、 


从 (4.4. 了 和 (4.4.3) 经 计算 可 得 
(xz 士 急 o 一 2 十 9o， (2*Y)0= voy0, 


1 ti/P\, 
(Z 十 2)1 一 mty- 广 避 ( 。 J 
11 


《二 1 一 8 十 ry + Pray 
还 可 以 验 知 : 
(SHI = m+ Yt fi(vo, go， Wit, Yi-1), (4.4.8) 
其 中 f,.E2[Xo,…， sss 了 0, 上 和 可、 

由 (4.4.4) 或 (4.4.7) 所 规定 的 环 Dn， 称 作 ?2 维 Wit 比 向量 
环 ， 以 下 记 作 三 。。 它 的 元 素 称 为 tm 维 Witt 向 量 。 同时 又 算 

(4.4. 人 名 或 (4.4.7) 所 规定 的 运算 为 Witt 的 向 量 算法 . 

为 下 一 节 的 需要 , 今 取 素 域 证 。 上 的 交换 代数 4, 设 m B， (%， 
j==0, …, m 一 了 是 4 中 2m 个 任意 取 定 的 元 素 . 作 从 Z[ 且 。,…， 
三 nm 了 了 oo …,， 了 m-4j 到 4 的 同 态 0, 使 得 有 

0 和;=oa OF;=B; 0, j=0,……, m—1); 

以 及 91z:Z > 下， 此 处 glz 是 标准 同 态 . 利用 这 个 0, 可 以 对 分 量 
取 自 4 的 mm 维 高 量 ,来 规定 它 的 Witt 向 量 算法 ， 具 体 而 言 , 有 
(mt B)i= si(oo, *…, 0; Bo, *…, Bi) — 8%, B), 

(xc 一 B);= (oo， ,0 Bo，…， B;) =d;(0, 有 )， (4.4.9) 

(asB) 一 ioao， ,0 Bo, *…, Bi) =— mi(0, B). 
其 中 3 8 元 是 对 多 项 式 sd， 的 系数 ， 分 别 代 以 它们 在 4 
下 的 象 而 得 到 的 了, 上 多 项 式 , 因此 ,4 上 的 mm 维 向 量 ,在 (4.4.9) 
的 规定 下 ， 构 成 一 个 交换 环 ， 称 作 妇 上 的 吉 维 WWitt 向量 
环 ， 记 作 人 Va(4)， 特别 在 4 取 作 特征 为 p 的 域 了 时 ， 得 到 
Wn(F)， 对 于 向 量 &= (oo， …， 0m-1) EWm( 了 ) ,车 oo 二 0, 通 过 规 
定 的 算法 , 可 得 到 一 个 B= (Bo, …，pBm-), 使 得 a*B=14= (1, 0，, 
…，0), 换言之 ,4 是 WWm() 中 的 单位 ， 
/ z .。 121. 


最 后 来 看 向 量 的 好 倍 ， 即 镶 个 wx 在 (4.9) 意 义 下 的 和 . 为 

此 , 先 引 进 一 个 位 移 算 子 了 对 于 向 量 w= (oo，od，…，om- 切 ， 令 
Va= (0，auo，…，om -9) ， 
重复 使 用 % 次 ,有 
了 = (0，…，0， ao，…'， om ni) ， MIN， 
2 个 

通过 算 子 也 可 以 得 出 pra. 今 有 

引 理 % 对 于 4 上 任 一 m 维 向 量 o, 有 下 式 成 立 : 

7 pra Vr(ar™”), ne<m—l. (4.4.10) 

证 明 为 证 明 方便 计 ， 不 妨 先 设 a 的 分 量 取 自 Z[ 邓 。，… 
芝 %-1]， 出 于 

(po) DD prad) = pad 十 Je“ 十 十 2 io 一 CVro) ”t+D, 
故 有 / z 

0 mod p11), %<n 
( wo=| Dro + 十 Dio” 人 Dy i>n, 
右边 是 Va” 的 第 5 个 Witt 分 量 ， 因 此 
(pO 1 (Vrar”)® (mod pi) , 

从 而 有 (poi= (Va ™"), (mod py), 
或 者 Mo 三 ro (mod p). 
加 到 4 上 的 向 量 来 看 ,最 后 的 同 余 式 就 成 为 Pa=o ”是 

根据 这 个 引 理 , 对 于 特征 为 p*0 的 域 了 上 的 mr 维 向 量 %, 短 
有 p"a 一 0 特别 对 于 1 (1, 0, …, 0)， 有 "1 一 0, 而 pr1 关 0, nm 
mm 一 4， 这 表明 了 Wn( 了 ) 的 特征 是 om 


$4.5 Abelp- 扩 张 


: 所 谓 了 上 的 Abelp- 扩 张 K， 是 指 Galois 扩张 KK/ 了 ， 它 的 
Galois 群 G 是 以 wr 为 指数 的 Abel 群 ,此 处 wz0 是 也 的 特征 , 整 
.129 ， 


数 e>1， 在 84.3 的 末尾 ， 我 们 已 经 对 e= 工 的 情形 得 出 了 结果 . 
本 站 将 对 e>1 来 证 明 一 个 有 类 似 形式 的 定理 ， 所 使 用 的 工具 ， 就 
是 前 面 所 介绍 的 Wi 地 向 量 环 . 

设 上 /FF，G 的 意义 如 上 ， 作 m 维 的 Witt 向 量 环 WWm (到 )， 
此 处 mw 之 e， 以 Z 表 Wm(KK) 中 由 1 生成 的 加 法 循环 群 , 它 的 阶 是 
1， 于 是 有 Hom(G, 2)=G. 

首先 , 了 上 的 mr 维 Wi 讳 向量 环 Vm《(F), 可 以 作为 Wm(K) 
的 子 环 . 对 于 w= (ao pp， op- TEG 令 Wu= (vo0, …*, TOim-1), 
此 时 whF>ra 显 然 是 友 。( 羽 ) 的 一 个 自 同 构 ; 且 所 有 这 样 得 出 的 上 自 
则 构成 一 个 乘 群 ,我 们 仍 以 z 和 人 分 别 来 记 它 们 ， 在 这 种 意义 下 ， 
TX 一 @， 当 且 仅 当 zT@y=@， 9=0，…':，m 一 1. 从 而 me) 就 是 

WW,(KK) 中 关于 G 的 稳定 子 环 . 
今 规定 问 量 aEWn( 区 ) 的 迹 为 了 (oa) = 之 ra 显然 有 rtaj 


取 。(CP)， 并 且 ， 据 Witt 向 量 的 加 法 ，Z(o 的 第 一 个 分 量 是 
7 (ao) =Tkys (ao)， 在 记 设 的 前 题 下 , 必 有 某 个 wx= (ao，…，om-) ， 
作 得 TP(ow) 关 0， 在 上 一 节 已 经 指出 ， 此 时 人 (是 玉 n(F) 中 的 单 
位 , 它 的 逆 元 记 作 也 (@) -+， 根 据 这 个 事实 ,可 以 得 到 

定理 4.5 设 KK/F 是 有 限 dalois 扩张 . 车 广 : "Per 是 从 
到 到,(K) 的 任 一 映射 ,满足 

fFAI OD = fn), rn, rEG 

岂 有 BEWnCK), 伍 得 fz) =7T(B) 一 B 对 所 有 的 TEG 都 成 立 . 

这 个 定理 的 证 明 ， 全 然 平 行 于 定理 4.1 的 论证 。 只 需 取 wE 
Wm(), 使 得 有 了 T(@) ~! 存在 ;然后 再 作 

7=T(O T(E fv, 


以 及 B= 一 7 即 可 . 
设 卫 是 Vm,(KK) 到 上 自 坟 的 有 垃 obenius 贞 射 ; 又 设 
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多 (oa 一 呈 一 wa。 (4.5.1) 
容易 验 知 , 是 加 群 Wn( 尺 )+ 的 一 个 自 同 态 , 它 的 核 是 
{0= (00, °°, Om-1) E Wn(K) | =%, 0<i<m—1)}, 
换言之 , 是 由 分 量 属于 素 子 域 了 ,的 向 量 所 组 成 ， 因 此 , 它 恰好 是 
1 在 Wm( 区 )+ 中 生成 的 循环 子 群 2， 前 已 指出 ,的 阶 为 p”"， 作 
: H-{aEWan(K)t|P(a) EWn(F)}. (4.5.2) 
这 是 玉 。(K)+ 的 一 个 子 群 ,并 且 包 含 Ww，()!, 对 于 每 个 BE 万 ， 
作 从 G 到 玉 。( 玉 ) 的 映射 如 次 ; 
x: TH 7(8)—B. (4.5.3) 
于 是 有 (x(®))?=(z(B8))r—Br=r(B?) 一 Br= (vr(B)+6)— (B+ 
5), 这 里 多 (8) =8EWan(P)， 因此，(x(w))?=7z(B) 一 Bx(?). 
这 表明 了 x(v) Eker22= 和 , 即 xE€Hom(G, 2Z)， 又 车 x, x 分别 
是 由 (4.5.3) 以 及 x (7) =z5(y) 一 7 所 确定 , 则 有 
XT) +x (7) =7(B+Y) — (B+7). 
等 式 的 右边 是 由 8 二 -7E 五 所 定 出 的 特征 标 ， 从 而 由 (4.5.3) 给 出 
一 个 从 五 到 Hom(G, 2) 的 同 态 
| BE>y. (4.5.4) 
这 个 同 态 的 核 是 {8E 玉 |z(B8) =B,zEQ}, 它 等 于 Wa( 了 )! 一 
Wn()+。 另 一 方面 ，(4.5.4) 又 是 个 满 射 同 态 ， 因 若 xE Hom 
(G, 2), 则 有 z 
XTH) = XT) HA) = 0) + xT)). 
按 定理 4.5， 存 在 某 个 BE 人 y。( 玉 ),， 使 得 x(?) 一 7(B) 一 86， 还 可 
以 进一步 证 明 BE 瑟 . 因为 ， 从 x(T)E2Z8， 应 有 (x(5))?=x(v)， 
(r(6) -B)?=7(B8) 一 B, 即 z(B? 一 B)=B? 一 B 对 每 个 YEG 者 成 
立 ， 因 此, 纪 (8)=B? 一 BEWn( 了 )， 这 就 证 明了 BE 万 ,从 而 有 
H/Wn(F) ~Hom(G, 2Z)=G*~G. (4.5.5) 
为 了 与 $4.3 保持 一 致 ， 现 采用 相同 的 记 法 ， 即 B=( 玉 )， 以 及 
。 :21，. 


五 =91B， 与 $4.2 的 情形 一 样 ,不 难 证 得 (从 略 ); 
H/Wn (FP) B/D WF)). 
为 了 获得 一 个 类 似 于 定理 4.4 的 结果 , 先 来 证 明 如 下 的 引 理 : 
引 理 设 B=(Bo,…', Bm_1) EWnm(FP). 于 是 有 了 上 的 有 限 
可 分 扩张 玉 ， 使 得 尽 = 四 (ao，…，om- 切 ， 并 且 向 量 w= (ao，…， 
Gm-1) GE 瑟瑟 ) ,满足 多 (0) = 6. 
证 明 m=1 的 情形 已 在 $4.3 中 证 明 . 设 引 理 对 于 m 一 1 已 
告 成 立 , 即 存在 召 = 玉 (a6, …，am-2), 以 及 向量 w 一 (ao，……，om-2) 
EW,-_1(B), 满足 
F(a) 一 (Bo, 9 3). 
考虑 多 项 式 环 召 []， 以 及 吾 [X] 上 的 m 维 Witt 同 量 环 
Wa( 召 [XX]). 取 了 = (ao, …, om-s， 子 ), 作 
FY) = (ob, Or 2 太 ?)— (0%0, “**, Om—2) 三 )。 
于 是 有 2 罗 (了 ) = (Bo, …， Bm-s, 帮工 ))， 或 者 
(Bo, *…, Bn-a, F(Z))+ (Bo, *%…, Bm-2, X) 
= (0%, “On 2) 长?)， 

其 中 (全 )EB[X]. 按 (4.4.7), 知 有 及 ?=f( 尺 ) 十 对 十 70, 或 者 
f(X)= ?Rro, roEE. 
方程 f( 对 ) = Bn-1 有 相 异 的 根 , 令 am-1 为 其 中 之 一 ， 于 是 ，K = 
盏 (on 1) 一 下 (ao， …，om- 臣 是 吾 上 的 可 分 扩张 ， 从 而 也 是 丸 上 的 

可 分 扩张 向 a ”6 …, om-1' 显然 满足 少 (0)=B8. 量 
有 了 如 上 的 准备 , 现在 来 证 明 关 于 Abelp- 扩 张 的 主要 结论 . 
定理 4.6 设 了 的 特征 为 p<0， 于 是 上 指数 为 p*(e 之 1) 

的 有 限 Abel 2- 扩 张 到 ， 与 丈 。( 五 )- 中 关于 如 ( 玉 m( 了 8)") 的 指数 

为 有 限 的 子 群 刀 ,其 间 存 在 一 个 玲 合 对 应 如 次 ; 

Br K=K;»=F(-18), (4.5.6) 

是 有 Anut( 开 7 BE 一 B]/2807 (Bi 从 而 又 有 

12)， 


[K:F]=(B:Z Wn(F))), 
此 处 m 之 e. : 

证 明 在 及 /是 有 限 Abelp- 扩 张 时 ,从 以 上 的 论证 中 害 出 
的 且 和 4B, 就 满足 定理 的 要 求 .现在 来 证 明 它 的 逆向 部 分 , 设 B 
是 邢 ,(F)* 中 一 个 包含 多 (Wn(2)?) 的 子 群 ， 且 群 指数 (B: 
Wn’ 上) <oo. 令 {B 中 ，…，B" 是 因子 群 B/Wn(F 了 )”) 
的 -个 茜 ， 根 据 引 理 , 可 作出 上 的 有 限 可 分 扩张 
aol) 一 再 (oo 
其 中 c = (Co 所 po 人 EWm( 人 K), 江 且 满 足 

Hla)) = B= (Be, i 00) 3 ， T<7<7. 
令 入 是 下 /FF 的 正规 闲 包 .， 这 是 个 有 限 Galois 扩张 , 设 它 的 
Galois 群 为 Q， 作 Wn(N). 作为 Vn(N) 中 的 向 量 w ”对 于 人 7 
G 有 玫 z(ao -ac) 0, 故 rto0 一 amEGZ、 这 证 明了 z( 天 )E 
及 ,所 以 区 /了 本身 就 是 Galois 扩 张 , 即 N=. 

其 次 来 看 G 的 交换 性 , 设 7, LEG; 以 及 za?) 一 Wy 
La 一 at 十 82)， 其 中 9， 人 0) 筷 Wh (F). 从 而 有 Tu 0) . ot?) 
yD 十 8D 一 jv(a 区 ,对 每 个 j=1，…, 7 都 成 立 ， 因 此 rwK= HAz 
即 G 是 Abel 群 ,又 从 下 (@) 二 a 十 hy, 以 及 玉 n( 了 ) 的 特征 为 9” 这 
一 事实 , 可知 7"”(@) =o 对 Vn( 尺 ) 中 每 个 都 成 立 , 故 有 7T” 一 忆 
即 G 的 指数 是 pr, 此 处 e<， 

令 xi 是 由 a?” 按 (4.5.3) 所 规定 的 ， G 的 一 个 特征 标 ，xj(7) ~ 
Ta) oD j= 营 X(T) =0 对 每 个 7 都 成 立 , 则 有 7= 
,， 这 就 证 明了 x1…, Xr 生成 Hom(G, Z), 对 十 任 一 a€ 卫 ,有 


， 
= YS ma nt B, 
j=1 


9 此 处 ED Bo) 是 指 Wm《(F) 中 的 ?个 向 量 ,并 非 向 量 8 的 Witt 分 量 , 以 下 同 
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入 


其 中 my 是 整数 , BEWn()， 且 有 (0) 于 ms89+ (8) EB. 


从 a 在 耳 中 的 任意 性 ,可 得 多 (及) 三 B， 至 十 BE 儿 ( 互 ), 显 然 成 
立 ， 这 就 证 明了 (4.5.6) 是 个 到 合 对 应 ， 定 再 的 其 余部 分 已 在 论 
证 过 程 中 六 明生 


习 题 

.试用 Galois 上 同 砚 的 方法 来 证 明 HHilbert 的 定理 90. 

3. 设 0=(00，…，Qm-1)、 试 求 (一 4)1。( 注 意 ， 应 分 别 p 为 奇 素数 或 
2). z 

3 . 证 明 (Va) 人 Dpa"DD, 

4. 对 于 4 中 任 一 元 素 w, 令 

(0@) 一 (oa 0 0) € WA). 

试 求 Va), 0<igm 一 J， 又 车 @=(ao; un) 则 


?一 二 
G 一 之 Vila,). 


5. 对 于 ww BE 4", 如 果 对 每 个 1<ism- 卫 总 有 = 一 0 或 者 B,=0， 


二 


试 证 
十 B= (+ Bo, cl 十 有 i， “ Qm_i Dm_1), 
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第 五 章 超越 扩张 


85.1 代数 相关 性 

设 玉 /了 是 也 的 一 个 扩 域 ，S 是 下 的 一 个 子 集 ， 若 元 素 WE 
KK 是 了 (CS) 上 的 代数 元 ,我 们 就 称 y 在 上 与 8S 代数 相关 ; 否则 ， 
为 代数 无 关 ( 或 代数 独立 ). 任何 子 集 8, 如 果 有 某 个 E58， 它 与 
S\{2} 在 五 上 代数 相关 ,就 称 5S 是 了 上 (或 者 关于 也) 的 一 个 代数 
相关 集 否则 , 为 也 上 (或 者 关于 F) 的 一 个 代数 无 关 集 ， 后 者 通 
常 又 称 作 至 上 的 超越 集 2、 特 别 在 3= {w} 的 情形 , {w} 成 为 上 
的 代数 相关 集 ， 等 同 于 = 是 瑟 上 的 代数 元 ， 而 节 } 为 到 上 的 超越 
集 , 当 且 仅 当 z 是 上 的 超越 元 . 

设 人 TP 是 中 一 个 关于 卫 的 超越 集 、 若 对 于 每 个 yE 玉 ， 集 
TU {都 成 为 关于 了 训 的 代数 相关 集 , 换言之 , K/ 了 (7T) 是 个 代数 
扩张 ， 则 称 妇 是 攻关 于 的 一 个 超越 基 ， 简 作 玉 /的 超越 基 . 
对 陡 任 何 扩张 及 /了 ， 超 越 基 的 存在 性 可 以 通过 Zorn 引 理 的 论断 
而 得 到 ， 因 为， 从 丸 上 任何 一 个 超越 集 8 出 发 , 必然 可 以 扩大 成 
为 K/F 的 一 个 超越 车 了 ， 很 灵 然 ,超越 基 并 不 是 唯一 的 ， 类 似 于 
代数 扩张 的 情形 ,我 们 可 以 证 明 , 同一 扩 域 的 两 个 超越 基 , 总 具有 
相同 的 基数 ， 为 些 , 先 来 证 明 以 下 的 引 理 : 

引 理 1 设 S 是 区 的 子 集 ;z, YEK. 若 y 在 已 上 与 8 代数 
无 关 , 但 与 SU {2} 代 数 相 关 , 则 42 在 琅 上 与 SU 2} 代数 相关 . 

证 明 令 加 = 了 (S); = 了 (S, w). 按 所 设 ,，y 是 妃 上 的 超 


) 空 集 名 作为 了 上 的 超越 集 。 
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越 元 ; 同时 又 是 成 上 的 代数 元 .因此 存在 加 上 的 多 项 式 帮工 )， 
使 得 f(y) 一 0. 令 
f(X)=aoR"+ +a 
是 使 得 有 f(y) 0 成 立 的 最 低 次 多 项 式 ， 其 中 必然 出 现 于 某 个 
非 零 的 系数 内 ， 现 在 把 / 工 ) 按 照 ”的 寡 项 改写 如 下 : 
f/( 芝 ) 一 Co( 壮 )w' 十 … 十 6r( 文 )， 
其 中 6( 广 )EB[X1. 由 于 y 是 加 上 的 超越 元 , 所 以 6 外 0, $= 
0, …, 7， 这 就 证 明了 z 在 也 上 与 SU {} 是 代数 相关 的 .出 
-命题 1 兰 7T, 了 是 KK/Z 的 两 个 不 同 的 超越 基 , 则 有 
(7|= [Tl. 
证 明 不 炉 设 0<|Z"|< Tl。， 先 考虑 T" 是 有 限 集 的 情形 . 
令 T'= {ea， …，%}， 任 取 m2ET， 由 于 wy 在 上 与 全 代数 相 
关 , 而 写 ZT\ {vi} 代数 无 关 , 故 了 在 上 与 7 \{wx} 代数 无 关 ， 因 
此 有 ET， 它 在 PH 上 与 \{wi} 代数 无 关 ， 从 而 了 "= {yi，%3， 
…，%w} 是 万 上 的 一 个 超越 集 ， 按 引 理 1，wi 是 如 (ZT ) 上 的 代数 
元 ， 青 根据 代数 扩张 的 传递 性 ， 即 知 T"' 又 是 /的 一 个 超越 
基 . 今 使 用 归纳 步骤 ,假定 已 选 出 ,…, Ym-1€ 了, 仪 得 
T= {1, Ym, Vm Wn} 
是 KK/F 的 一 个 超越 基 ， 此 时 在 如 上 与 TM {ww} 是 代数 无 关 
的 ， 故 又 可 选 出 yn ET， 使 得 gm 在 也 (TM\{ww}) 上 .是 个 超越 元 ， 
于 是 又 可 作出 下 /的 另 一 个 超越 基 
m+1) {Y1, **, Ym, Tmtly pn}, 
如 此 继续 下 去 ， 最 后 得 到 一 个 超越 基 开 ”2= {Yi …, 纺 }，。 由 于 
THETD, 故 应 有 extD 一 下 ， 从 而 | 工 | 一 [Pb | -一 | 到 |. 
其 次 考虑 下 是 无 限 的 情形 ， 对 于 每 个 2ET', 必 有 了 的 一 个 
有 限 子 集 T。， 使 得 % 是 (To) 上 的 代数 元 , 令 To 一 【Te. 车 并。 
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也 , 则 也是 了 (To) 上 的 代数 相关 集 ， 这 与 是 超越 基 的 所 设 相 邓 
盾 . 因此 ,X60= 了 ;从 而 
EA EA 


这 证 明了 |7T|= |7'|. EB 
基于 以 上 的 事实 ， 我 们 有 理由 把 下 /的 任何 一 个 超越 基 的 
”基数 称 作 及 关于 五 的 超越 次 数 ， 简 作 KK/ 了 的 超越 次 数 ， 记 作 
位. deg KK/F， 或 者 红 . degzK， 当 尺 /了 的 超越 基 为 空 集 纪 时 ， 
K/F 是 个 代数 扩张 ,此 时 二. degrK =0， 因 此, 了 上 的 超越 扩张 
就 是 超越 次 数 不 为 0 的 扩张 ， 在 扩张 的 超越 次 数 之 间 ， 存 在 如 下 
的 关系 : 
命题 2 设 有 域 的 扩张 马 C 瑟 己 却 ， 于 是 在 超越 次 数 之 间 有 
tr. deg L/PF =tr. deg L/K+tr. deg K/F, (6.1.1) 
证 明 设 T={y，…} 是 上 /K 的 一 个 超越 基 ，S = {x1,…} 
是 KK/ 玉 的 一 个 超越 基 ， 由 于 TPNS= 名, 要 证 明 (5.1.1), 只 需 证 
?US 是 卫 / 丸 的 一 个 超越 基 。 为 此 , 设 S 是 下 上 的 一 个 代数 无 关 
集 . 车 S=UUV, TVnF= 和 .出 下 (与 (由 ) 在 五 上 显然 是 独 
立 的 ， 反 之， 从 (DD) 与 了 (VY) 在 了 上 的 独立 性 ， 也 可 得 出 六 = 
UUTV 在 五 上 的 代数 无 关 性 ， 因此 , 独立 性 与 代数 无 关 性 实际 上 
是 一 致 的 ， 先 证 人 TUS 是 L/F 的 一 个 超越 集 ， 假 车 TUS 中 基 个 
t 与 集中 其 余 元 素 在 五 上 代数 相关 , 则 有 关系 式 
uot, Ett (w, Yy)=0 (5.1.9) 


成 立 ,其 中 w(z, 四 是 也 上 含有 限 多 个 %ES, 与 有 限 多 个 yET 的 
多 项 式 ,% 一 0，…， +。 不 失 一 般 性 ， 令 =m1E5S。 于 是 在 茶 些 
oo 9) 中 必然 有 YET 出现， 从 而 (5.1.2) 可 以 改写 成 

bo(2) Mo(y) + + bz) My) =0, 
其 中 Di(z) EF[w1,…，wm]， 居 ;(9) 是 形式 如 yr…ywr 的 单项 式 ， 
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按 所 设 ,应 有 bo(z) 一 … 一 B(x) 一 0， 又 因为 S 是 玉 / 玉 的 超越 基 ， 
故 jo(z),…， Di(z) 都 恒 等 于 0, 从 而 导 至 (5.1.2) 是 个 恒 为 0 的 等 
式 , 即 TUS 是 L/P 了 的 一 个 超越 集 . 

其 次 设 wEI 是 任 一 元 素 。 按 所 设 ,，% 是 玉 (T) 上 的 代数 元 ， 
即 与 有 限 个 妨 ，…， 纪 ET 在 及 上 代数 相关 ， 因 而 又 与 y，…， 
yo 201 … ;Dw 在 也 上 代数 相关 ， 这 里 作 , …, 如 E 玉 .但 每 个 沁 
都 是 CS) 上 的 代数 元 , 故 与 有 限 多 个 ES 在 也 上 代数 相关 ， 因 
此 与 TUS 在 互 上 代数 相关 ， 结 结合 上 面 已 经 证 明 的 事实 TUBS 
就 是 /的 一 个 超越 基 .、 四 

从 命题 立即 可 得 

推论 1 若 天/ 丸 是 代数 扩张 ， 则 元 素 集 咏 关于 妈 是 代数 天 
关 的 , 当 且 仅 当 它 关 于 K 也 是 代数 无 关 的 于 

推论 2 车 5S 是 尺 的 一 个 子 集 ， 使 得 外/F(S) 是 代数 扩张 ， 
则 8 中 包含 / 玉 的 一 个 超越 基 . 

证 明 首先 ,CS)/F 有 超越 基 ， 令 也是 为 其 一 . 

按 好 . deg K/F=tr. deg K/F(S)+tr. deg F(S)/F=t. 
deg PF(S)/F, 所 以 TI 也是/F 的 超越 基 、 是 

现在 我 们 来 考虑 万 上 两 个 扩 域 则 的 相互 关系 ， 为 此 ,我 们 候 
定 所 考虑 的 域 各 元素 集 都 包含 在 同一 个 域内 . 设 玉 , 工 是 五 的 两 
-个 扩 域 ， 若 及 中 任何 一 个 在 石上 为 代数 无 关 的 于 集 ， 在 荆 上 也 
保持 代数 无 关 ， 则 丈 尺 与 工 在 也 上 (或 关于 也) 是 独立 的 ， 这 个 
定义 显然 是 不 对 称 的 ， 它 的 合理 性 可 以 从 以 下 的 命题 认 
知 . 

命题 3- 设 玉 , 荆 如 上 ， 车 玉 与 在 上 是 独立 的 ， 则 芽 
中 任何 一 个 在 五 上 是 代数 无 关 的 子 集 ， 在 玉 上 仍然 是 代数 无 关 
的 . z : 

证 明 ”假若 命题 的 结论 不 成 立 , 则 工 中 有 某 个 关于 万 为 代数 

as 了 3 了 。 


无 关 的 有 限 子 集 8， 它 满足 玉 上 一 个 代数 关系 式 多 =0. 在 多 的 
系数 集中 ,取出 关于 了 为 代数 无 关 的 最 大 集 , 设 为 了 .于 是 五 中 
其 余 的 系数 都 是 了 (TT) 上 的 代数 元 ， 属 二 了 (了 ) 的 某 个 代数 扩 域 ， 
从 而 S 满足 一 个 系数 属于 该 扩 域 的 关系 式 ， 按 命题 2 的 推论 1,S 
也 应 满足 了 (TT) 上 的 一 个 代数 关系 式 罗 二 0、 但 由 所 设 , 下 关于 了 
是 代数 无 关 的 . 因此 ,多 =0 应 是 一 个 恒 为 0 的 等 式 ,和 矛盾 . 和 
如 果 {zaie 在 互 上 是 代数 无 关 的 ,我 们 也 可 以 称 {oaje 是 上 
的 一 组 独立 元 .对 于 一 组 有 限 个 独立 元 {m1,…, 2}, 有 
tr. degrF (21, ***, 2%,) = rr, degrF (81) + .+ itr, degpF (%,) 
z 一 名 (5.1.3) 
成 立 ， 反 之 ,如 果 (5.1.3) 成 立 ， 易 知 {21,…，%w} 是 了 上 的 一 组 
独立 元 ， 由 了 上 任何 一 个 独立 元 组 了 所 生成 的 扩 域 了 (了 T)， 称 为 
了 的 一 个 纯 超 越 扩 张 . 三 上 的 纯 超越 扩张 , 除 7- 同 构 不 计 外 ,可 
由 它 的 超越 次 数 唯一 地 确定 。 超越 次 数 是 即 的 纯 超 越 扩张 了 (ws 
…， Wn)， 与 了 上 由 % 个 未 定 元 (或 文字 ) 了 :，…， 硫 。 所 生成 的 有 
理 函 数 域 FTX+ …， 环 )， 除 五- 同 构 外 实际 上 是 相同 的 ， 尽管 
纯 超 越 扩 张 是 一 种 比较 简单 的 超越 扩张 , 但 在 ”> 工时 仍然 有 一 些 
十 分 困难 的 问题 。， 在 下 一 节 , 我 们 就 %=1 的 情形 来 介绍 一 个 非常 
重要 的 结论 , 


$5.2 单 超越 扩张 .Liiroth 定理 
超越 次 数 是 1 的 纯 超越 扩张 称 为 单 超越 扩张 . 下 面 我 们 来 证 
明 一 条 著名 的 定理 . 
定理 5.1(Liiroth) 设 1(z) 是 至 上 的 单 超越 扩张 ， 玉 是 
(x) 的 一 个 子 域 ,而 且 了 年 丸 . 于 是 必 有 某 个 yE28(w), 使 得 
K=7F(y). 


1 


”此 处 假定 刀 ， 去 ， S 都 在 同一 个 域内 。 
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这 个 定理 使 我 们 联想 到 单 代 数 扩张 的 情形 ， 它 具有 一 个 与 此 
类 似 的 性 质 ( 见 习题 1.8)， 在 给 出 它 的 证 明之 前 ， 先 来 建立 一 个 
简单 的 引 理 ， 

引 理 1 设 y~g(%)/h(w) Ex8(w), 其 中 9g(%), h(w) EF[%]，, 
有 目 无 带 有 2 的 公 因 式 。 于 是 g( 邓 ) 一 yh( 卫 ) 在 Pl(Yy) 上 是 不 可 约 
的 ,从 而 z z 
[PF(2):F(Yy)] =—max{deg g(X), degh(X)}. 

证 明 按 所 设 ,，g()-yM)EFfy， 革 ] 一 了 [yj[]. 由 
于 了 了 [yj [六 ] 蚌 一 个 唯一 因 式 分 解 环 ,车 g( 邓 ) 一 yh( 圣 ) 在 其 中 可 
分 解 , 则 它 的 一 个 因 式 只 与 及 有 关 , 设 为 4(), 且 degd( 子 )>0. 
此 时 GQ( 卫 ) 应 是 g() 与 (对) 的 公 因 式 ,与 记 设 矛盾 . 

另 一 方面 ， 从 g( 闻 ) 一 yh( 了 对 ) 在 了 [yj [Xj] 内 的 不 可 分 解 性， 
可 知 它 在 了 (y)[ 了 ] 内 也 不 可 分 解 。 于 是 ,从 g(z2) 一 yh(w) 一 0， 即 
有 [LPF(2):P(Yy)]—max{dog g(X), degh(X)}. 呈 

根据 这 条 引 理 ,我 们 可 以 定义 y=g(w)/hlw) 的 次 数 为 

deg y—max{deg g(X), deg h(£)}, | (5.2.1) 
这 里 雍 求 g( 卫 ) 与 h( 邓 ) 无 含 了 的 公 因 式 . : 
现在 来 证 明定 理 ， 

按 所 设 区 关 玉 , 放 有 xEK\F, 令 z 一 a(w)/6(z), 其 中 必 蔗 )， 
5( 广 )EF8[ 环 ], 并且 没有 含 和 的 公 因 式 , 按 引 理 1， 了 (wm) 是 F(z) 
上 的 有 限 代 数 扩张 ， 由 于 YC) 生 KK， 故 了 P 了 (w)/K 也 是 个 有 限 代 
数 扩张 ,并 有 旦 [ff(2) :下 ] 志 [FF(w):;F(z)] .现在 设 

Rr" i tm, owER | 
是 2 在 六 上 的 极 小 多 项 式 ; 又 设 4 一 B71(%)/Bo(%), )=1，…',%, 
其 中 bo(2),， Bi(2),…，0Ds(2) EF[z]， 而 且 它 们 的 最 高 公 因 式 为 
1. 于 是 : 
POT, T) = bo(r) XT"+oL) 友人 十 十 DC) 
,133， 


‘是 了 (zw) 上 的 一 个 不 可 约 的 本 原 多 项 式 ， 同 时 至 少 有 某 个 by(o) 生 
.现在 令 

y= Db(2)/bo(%) =g(%) /hy), (5.2.2) 
其 中 9(z) 与 六 oO) 不 含有 2 的 公 因 式 ， 再 令 deg y 一 mw， 按 上 面 所 
证 ,应 有 ws 。 

今 考 虑 多 项 式 g( 收 )h(2x) 一 六 束 )g(2)， 由 于 当 闷 =2 时 该 
式 为 0, 故 有 
g(r) —h(T) GL) =DB( LIE, 9, o). / 
“上 式 左 边关 于 z 与 层 的 次 数 都 是 ms 右边 p(X，%) 关 于 % 的 次 
数 >>m， 从 而 degs (于 , 2) =m， 因 此 4( 了 ,x) 具 与 对 有 关 ， 但 
g《) 与 h( 卫 ) 无 带 有 尺 的 公 因 式 ， 故 4 证 ，2) 应 是 常量 。 从 而 
(下 , 2) 关于 及 的 次 数 是 mm， 由 紫 即 得 

[F(A):KI=m= [FF(2): Fy)], 
这 证 明了 KK = 了 (9y). 

至 于 一 般 的 纯 超 越 扩张 , 上 述 定 理 是 否 保持 正确 , 具体 来 说 ， 具有 任意 有 
限 超越 次 数 的 纯 超 越 扩 张 ， 它 的 真子 域 是 否 仍 为 纯 超越 扩张 ?在 =0,， 超越 
次 数 % 二 2 时 , 它 有 肯定 的 回答 ; 但 在 超越 次 数 为 3 时 , 已 经 对 此 作出 了 反例 . 

我 们 再 顺便 提 到 两 个 相近 似 的 问题 : 一 个 问题 是 , 当 以 对 称 群 Bs 作用 于 
户 上 的 纯 超越 扩张 下 二 《v1,，…, %w) 时 , 其 稳定 域 仍然 是 也 上 的 一 个 纯 超 越 
扩张 ( 见 §1.8 例 一 ) .对 于 5。 的 任 一 子 群 G, 其 稳定 域 是 否 也 是 互 上 的 纯 超 
越 扩张 ?这 是 Noether 的 猜测 . 已 有 入 就 了 =Q@ 时 作出 了 反例 ” 

另外 一 个 类 似 的 问题 是 ， 设 了 (v1，…，2n) 是 个 纯 超越 扩张 ， 叉 代 DD= 
F[zm4…, zw]， 若 县 是 玉 (%1,…， wn) 的 一 个 子 城 ,而且 了 兵 民 . 问 代数 DN 
玉 在 上 是 否 有 限 生 成 的 ? 这 个 问题 是 Hilbert 第 十 四 问题 的 男 一 形式 。 
在 %=1, 2 时 ,有 肯定 的 回答 ;但 在 %w 之 3 时 ,一 般 是 否定 的 (可 见 M. Nagata: 
An:er. Jour. Math. vol. 81 (1959),pp. 766—772). 


以 下 ,我 们 再 对 Liroth 定理 作 进 一 步 的 考虑 .在 定理 中 出 现 
的 元 素 y 称 作 中 间 域 K 的 Liiroth 元 素 ， 对 于 任何 一 个 到 , 它 的 
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Liiroth 元 素 自 然 不 是 唯一 的 ， 我 们 要 间 ， 对 于 了 (2w)/ 了 的 子 域 
到, 能 否 选 出 含 % 的 多 项 式 作为 它 的 Liiroth 元 素 ? 对 此 , 先 来 证 明 
两 条 引 理 ， 
引 理 2 设 @6(o)，p(c) EF(w)， 又 在 (5.2.1) 的 规定 下 ， 有 
deg G(z) 一 n, 以 及 deg p(%) -mm， 于 是 有 deg $B(9(2)) 一 wm. 
证 明 设 F(w)=G(r)/ 昌 H(z); p(w)==g(w)/h(lw)， 并 且 要 求 
二 者 中 的 分 子 与 分 母 无 非常 量 的 公 因子 ; 其 次 设 。 
G(w) = Aow" + Aiwr!+… 十 4,, 
H(%) = Bow"- Bion-1i 二 … 十 了 B 
其 中 4 与 Bo 至 少 有 一 个 关 0， 又 令 
gg) = ow” -t+ C0" 十 十 Go 
/ACOE 一 Dopm 十 Bi 十 十 On， 
其 中 om 与 2 至 少 有 一 个 关 0.， 于 是 


“(p00)) (hl(z))"H(g(%)/h(%)) 


_ Ag(t))"+ As(g(r)) -Iho) + A )) 


COC OR A 
(5.2.3) 
几时 全， 2.3) 右 边 的 分 子 与 分 母 中 所 含 最 高 项 的 系数 分 别 等 于 
Oo 一 4 十 dc 00 十 十 405， 
Do= Bud 十 Bic0 Do 十 … 十 已 .05 
车 50 一 0, 则 go 到 0， 此 时 有 
Oo 一 4oc8， 
Do= Boa’,. : 
由 于 4。 与 Bo 至 少 有 一 个 关 0， 所 以 Oo 与 Do 至 少 有 一 个 二 0， 从 
而 (5.2.3) 的 分 子 与 分 母 至 少 有 一 个 次 数 为 wm。 
其 次 考虑 go#0 的 和 情形。 此 时 


30。 


Oo = 23G (@of 50), 
Do baH (go/bo). 
由 于 G(z) 与 五 (w) 是 互 素 的 ， 故 存在 次 数 <n 一 1 的 多 项 式 U() 
与 六 (w), 使 得 
GU HV(%)=1. 


从 而 有 
bn (@o/ bo) 03-1U (wo/ bo) 十 oH (go/ po (ao/ po) 
7 
即 Oob3-U (ao/ bo) + Dob3~V (080/00) 一 Do 天 0. 


从 最 后 的 式 子 得 知 Oo 与 Du 不 能 同时 为 0。 最 后 应 当 证 明 的 就 是 
(5.2.3) 中 的 分 子 与 分 母 不 含 带 有 z 的 公 因 式 ， 册 
DAC A A 
两 边 乘 以 (h(z))”-!, 可 得 
(4o(g(o) + AiCg(r))" Hy) + 
+ As hv) he)! UCg2) /hw)) + (Bo(g(w)" 
十 … 十 (ja))n hv)) "1 (go) /hw)) 
= (hw)) ”1, 
其 中 (hz))"1D(g(2)/h(2)) 与 (h(2))" i (g(w)/h(z)) 都 是 合 含 z 
的 多 项 式 ， 因 此 ，(4A0gG2) ?十 … 十 4,(h(v))") 与 (Bo(g(w))* 十 : 
十 B,Ch(w))") 的 最 高 公 因 式 应 是 (%(w))”-1 的 因 式 ， 如 果 (5.2.3) 
的 分 子 与 分 母 有 不 可 约 的 公 因 式 4(w) 天 1, 则 a(w) |h(w)， 从 而 又 
有 d(x)|Ao(g(2))", dl%)|Bolg(e))". 
但 46 与 Bo 至少 有 一 个 天 0; 因此 应 有 dlw) |g(w)， 这 与 开设 9(z) 
与 h(w) 无 公 因 式 交 1 相 蔬 盾 ， 故 有 d(w) = 二 即 (5.2.3) 的 分 子 与 
分 母 互 素 ， 从 而 证 明了 deg Dlp(2))=mm. 下 
为 了 对 下 列 引 理 的 陈述 方便 计 , 对 于 由 (5.2.2) 所 表达 的 元 素 
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y, 我 们 称 deg 9(z) 一 deg h(w) 为 y 关于 的 阶 数 ， 今 有 

引 理 3 设 B(2) 与 9(2) 如 引 理 2， 车 BC(w) 与 9(w) 关 于 w 的 
阶 数 分 别 是 7 与 s, 且 s>0, 则 瑟 (p(z)) 关 于 2 的 阶 数 是 7s. 

证 明 ”首先 ,乘积 的 阶 数 等 于 因 式 的 阶 数 之 称 . 令 

及 (p(O)) 一 [2p(z)] op(C2)) (5.2 .4) 
其 中 Bo 是 个 关于 2 的 阶 数 为 0 的 有 理 式 ， 上 式 右 边 第 一 个 因 式 
的 阶 数 是 rs: 现在 表 Gol 于) 如 : 
DX)=G(F)/H(T), 
其 中 deg G( 卫 ) deg 五 (对 )==n. 设 9(%)==9(w)/h(w). 由 于 9(%) 
的 阶 数 s>0, 故 有 deg gz) 一 deg h(%)>0. 多 项 式 (h(5))"GKg(z)) 
与 (h(w))" 玉 (p(w)) 的 最 高 次 项 不 会 消失 , 换言之 , 它们 的 次 数 都 
是 ndeg gz)， 从 而 
neo 

关于 x 的 阶 数 为 0、 这 就 证 明了 @(p(z)) 关 于 地 的 阶 数 为 rs。 由 

根据 以 上 两 个 引 理 ， 可 以 证 明 在 一 定 的 情形 下 ，F (2) 的 子 域 
有 以 z 的 多 项 式 作为 它 的 Liiroth 元 素 . 

定理 5.2(E. Noether) 设 F 和 入 CF(w), 又 设 丰 含有 关 
于 多 的 多 项 式 .于 是 必 能 选取 w 的 多 项 式 作为 K 的 Liiroth 元 素 ， 

证 明 设 罗 (x) 是 下 的 任何 一 个 Liiroth 元 素 . 如 果 它 关于 
?的 阶 数 二 0， 我 们 令 p(w) 二 水 (zw); 如 果 风 (2 的 阶 数 为 负 ， 则 令 
PL) 一 (mw)， 又 著 灿 (2) 的 阶 数 为 0， 则 取 适 当 的 aE 也， 使 得 
由 (w) 一 g 的 阶 数 为 负 , 此 时 可 令 

p(%)=1/y(%) —oa. 
因此 , 我 们 总 可 以 选择 KK 的 一 个 Liiroth 元 素 p(z), 使 得 它 关 于 
5 的 阶 数 s>0.， 设 deg gp(z)=m， 据 所 设 , KK 中 有 关于 ww 的 多 项 
式 、 今 任 取 其 中 之 一 ,p(%), 并且 设 deg p(w) 一 p. 于 是 有 
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2tz)= 巧 (p(z)). 
令 deg G(z) 一 mw (zw) 关于 wv 的 阶 数 为 r， 按 引 理 2, 有 p==mm; 又 
由 引 埋 3, 有 2=”s。 后 者 是 由 于 多 项 式 的 次 数 等 于 它 的 阶 数 . 另 
一 方面 , 次数 不 会 小 于 阶 数 . 因此 n 宇 r, 和 人 8 从 而 得 到 mw 一 7 与 
m 一 8， 这 证 明了 2(z) 有 相同 的 次 数 与 阶 数 ， 即 9(2) 是 关于 2% 的 
多项式， 是 
作为 本 节 的 结束 ,我 们 来 看 Liiroth 定理 在 几何 上 的 应 用 . 设 
f( 王 ,了 )==0 是 域 捐 上 的 一 个 不 可 约 方程 , 它 规定 了 一 条 不 可 约 
的 平面 代数 曲线 CO， 如 果 除 有 限 多 个 点 以 外 ，C 上 所 有 其 他 的 点 
都 可 由 某 个 参 变 元 的 有 理 式 来 表达 , 设 如 
人 
y=h(t), 
其 中 gC 与 (如 都 是 上 的 有 理 式 ,并 且 不 同时 为 常量 .我 们 称 
C 为 定义 在 下 上 的 有 理 曲 线 ; 同时 又 称 tw， %) 为 CO 的 函数 域 . 
F(z, y) 有 时 也 写作 了 (O). 
按 所 设 ，F(w, ) 三 了 F(t， 而 且 了 Cw, yy) 关 了 了 ， 据 Liiroth 定 
理 , 存在 wuE€F 了 (), 使 得 F(zw, y) =F(w)。， 此 时 有 
人 
y= hh (0); 


(5.2.5) 


(5.2.0) z 


以 及 % 一 p(w, 9y). 、 

(5.2.5) 与 (5.2.6) 的 差别 在 于 ,就 前 者 来 说 ， CO 上 同一 个 点 可 
能 有 + 的 许多 值 与 它 对 应 ; 后 者 则 不 同 , 由 于 w=p(%, Y), CO' 上 除 
有 限 乡 个 点 以 外 , 它 的 每 个 点 (zo, yo)， 都 恰 有 一 个 we= p(wo， yo) 
与 它 对 应 ,使 得 有 zo==91(Wwo) 与 Yo 一 有 (wo) 成 立 ， 


$5.3 线性 分 离 性 
在 85.1 中 ， 我 们 已 经 讨论 了 两 个 扩张 关于 某 个 子 域 的 独立 
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性 ， 现 在 继续 就 两 个 扩张 的 相互 关系 进行 讨论 .在 本 节 中 ， 所 有 
涉及 的 域 ,都 假定 包含 在 同一 个 扩 域 8 之 内 ,并 且 设 8 是 个 代数 
闭 域 . 四 

令 下 , 工 是 域 天 的 两 个 扩张 车 羽 中 任何 一 个 在 了 上 是 线 
性 无 关 的 元 素 组 {xralta。， 在 上 仍然 保持 线性 无 关 ， 我 们 就 称 攻 
与 工 在 也 上 (或 关于 8) 是 线性 分 离 的 人” 与 $5.1 中 关于 “独立 
性 ”的 情形 一 样 , 这 个 定义 的 合理 性 可 由 下 述 命题 得 以 确认 , 它 的 
证 明 类 似 于 $5.1 命题 3 之 证 , 今 从 上 略 . 

命题 1 设 玉 ， 了 ， 四 如 上 ， 车 区 与 工 在 上 是 线性 分 离 
的 , 则 工 中 任何 一 组 在 上 是 线性 无 关 的 元 素 , 关于 五 也 同时 是 
线性 无 关 的 . 

对 于 线性 分 离 性 的 判断 ， 时 常 借助 于 下 述 引 理 分 阶段 来 进行 
( 见 图 一 )， 


a 


引 理 1 设 玉 ， 厂 也 如 上 ， 又 设 K， KY 
是 的 子 域 ,Ki 守 8,， 于 是 KK 与 4 在 FPF 下 
上 成 为 线性 分 离 的 必要 充分 条 件 是 : 
| (i) Ki 与 工 在 了 上 是 线性 分 离 的 ; KL 
(ii) KK 与 KL 在 KK1 上 是 线 人 性 分 离 尽 
的 . 
证 明 设 (i)，( 让 成 立 ， 若 {yato 是 1 


万 中 关于 三 是 线性 无 关 的 一 组 元 素 ， 由 
G)，{gaje 关于 Ki 也 是 线性 无 关 的 ， 由 了 
于 {oyaje 又 属于 KD， 按 (i)， 它 们 在 区 (图 一) 
上 也 是 线性 无 关 的 ， 这 就 证 明了 玉 与 工 在 了 上 的 线性 分 离 性 . 

其 次 来 证 必要 性 ， 由 于 及 1 是 久 的 子 域 ,所 以 (让 显然 成 立 ， 
仿 设 {2 站 ;是 下 中 关于 Ki 为 线性 无 关 的 一 个 有 限 组 ， 若 在 KiL 

#) 这 个 定义 实际 上 只 要 求 到 , 上 是 二 上 的 问 量 空 司 。 
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上 满足 线性 关系 式 
之 o0 一 0， (5.3.1) 
则 有 限 个 系数 6 必 属 于 天 1 上 某 个 扩张 玉 10， 和， 纪 ) ，W GE 了， 
对 所 有 这 些 6 乘 以 基 个 适当 的 0xeE 区 [wi,…，w]， 可 使 每 个 
250E 天 1[ ,Tp 
01— AM) dE Ki (5.3.2) 


其 中 每 个 Ma 人 e0) 都 是 由 丰 ，…， 如 所 成 的 单项 式 ， 在 所 有 这 些 
六 ji(w) 中 取出 关于 万 为 线性 无 关 的 最 大 组 , 记 作 {可 HH,(w)h.， 于 是 
(5.8.1) 可 写 如 


> dvs) =0. (5.3.3) 
按 记 设 , {及 ,(w)} 在 玉 上 也 是 线性 无 关 的 , 故 由 (5.3.3) 可 得 
之 Witi=0 


对 每 个 5 都 成 立 ， 但 {2y)j 在 :上 是 线性 无 关 组 ,从 而 又 有 dj = 
0 对 每 个 六 了 成立， 这 就 导 至 (5.3.2) 中 的 每 个 o= 0 矛盾 ， 量 . 

线性 分 离 性 与 独立 性 二 者 间 的 关系 可 以 从 以 下 的 命题 来 认 
识 ， 

命题 2 若 必 与 工 在 上 是 线性 分 离 的 ， 则 它们 在 上 是 
独立 的 . 四 

证 明 ”假若 结论 不 成 立 , 则 KK 中 某 个 有 限 组 fei 它 在 了 上 
是 代数 无 关 的 ,但 在 工 上 是 代数 相关 的 ， 这 就 是 说 , 由 {zj}; 所 生 
成 的 某 个 由 单项 式 所 成 的 组 To) 加 在 5 上 是 线性 相关 的 ， 按 
所 设 ，{Wi(o) 天 在 丈 上 也 应 是 线性 相关 的 。 由 此 导 至 {wy 在 也 
上 的 代数 相关 性 , 而 与 所 设 矛盾 . 上 

这 个 命题 表明 ， 线 性 分 离 性 是 比 独 立 性 更 强 的 一 个 概念 .但 
在 某 些 情形 下 , 也 可 以 从 后 者 得 出 前 者 (例如 85.6 的 引 理 23)， 
40O。 


35.4 可 分 扩张 


为 了 把 代数 扩张 的 可 分 性 概念 推广 到 一 般 的 扩张 ， 我 们 先 从 
有 关 代 数 可 分 扩张 的 一 个 性 质 开始 .在 以 下 的 讨论 中 ， 与 上 一 节 
一 样 ,我 们 仍然 假定 所 涉及 的 域 和 它们 的 扩张 ,都 包含 在 同一 个 代 
数 闭 域 之 内 . 

命题 1 设 也 的 特征 为 p 关 0, 区/ 了 是 代数 扩张 玉 / 了 成 为 
可 分 扩张 , 当 且 仅 当 玉 与 7”! 在 上 是 线性 分 离 的 . 

证 明 在 证 明 命题 之 前 ， 先 来 注意 一 个 事实 : 了 中 的 元 素 组 
{9，…, 由 在 上 为 线性 无 关 组 , 当 且 仅 当 fu …， sj} 在 ?1 
上 是 线性 无 关 组 . / 

先 证 必要 性 ， 设 及 /是 可 分 代数 扩张 ; {wi,…, mm} 是 下 中 
一 组 在 上 线性 无 关 的 元 素 。 今 证 明 ，f{zw…, Ww} 在 F? 上 也 
是 线性 无 关 的 ， 作 下 的 子 域 Ki 一 了 (ut，…，)， 这 是 了 上 的 
有 限 扩张 , 设 [Ki1: 了 ] =+， 由 于 {wj 在 到 上 线性 无 关 , 所 以 对 它 
添加 7 一 n 个 适当 的 元 素 可 成 为 1/ 了 的 一 个 基 , 设 为 

{U1 7, Uns Untis Ur}. 
对 于 Ki 的 任 一 元 素 2, 以 及 任 一 正 整数 及 有 
oD Cry, Gy EK, 
从 而 又 有 / 
w= (Daw ) SD ab. (5.4.1) 
按 所 设 ,2 是 万 上 的 可 分 元 , 了 (%) 关 于 也 (w?) 既 是 可 分 的 , 又 是 纯 
不 可 分 的 , 故 有 
FP(s)= P(r) 一 到 [oz9]. 
因此 * 可 以 表 为 fomjx 的 一 个 线性 组 合 。 再 根据 (5.4.1), 又 可 表 
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为 {wu 入 ;的 线性 组 合 。 这 证 明了 下 1 可 由 { 吕 ，…，t 他 生成， 但 
[Ki: 了] =7, 因此 {3,，…, uf} 是 它 的 一 个 基 . 由 此 又 有 {wf，…， 
wu} 在 上 是 线性 无 关 的 ， 根 据 前 面 提 到 过 的 事实 ，{wi,…，w} 
在 Ze” 上 线性 无 关 , 如 所 和 欲 证 . 
其 次 证 明 充 分 性 ， 设 vE 玉 为 任 一 元 素 , 其 极 小 多 项 式 为 
mKX)= Rta, oiEF. 

假若 " 是 不 可 分 的 , 则 m( 且 ) 可 以 写 如 g( 孚 ). 设 deg g( 全 ) 一 m. 
由 于 它 不 是 > 的 极 小 多 项 式 ， 所 以 {om, ww”!,…, 甘 在 如 上 是 线 
性 无 关 的 。 据 所 设 ， 它 在 Ze ”上 也 是 线性 无 关 的 ， 从 而 foem， 
zz，…， 儒 在 下 上 线性 无 关 ， 但 这 与 m(z) =g(w?) 一 0 相 了 矛 
盾 . 

就 一 般 的 扩张 而 论 ， 纯 超越 扩张 是 最 简单 的 一 种 ， 今 有 与 命 
题 1 相 类 似 的 结论 

命题 2 若 尼 ~ 了 (wy，…，%,) 是 了 上 的 纯 超 越 扩张 ， 则 下 
与 Fr" 在 也 上 是 线性 分 离 的 . 

证 明 由 于 {wi …, ww} 是 万 上 的 一 组 代数 无 关 元 , 按 §5.1 
命题 3 的 推论 1， 它 在 Fr?* 上 也 是 代数 无 关 的 只 需 在 85.3 引 
理 1 中 把 玉 取 作 了 Fr!， 即 知 了 Pvi,…, to) 与 Bo 在 上 是 线性 
分 离 的 . z 

根据 以 上 两 个 命题 ,我 习作 

定义 5.1 设 玉 是 域 下 的 一 个 扩张 车 区 与 8" 在 了 上 
是 线性 分 离 的 ， 我 们 称 及 是 也. 上 的 可 分 扩张 ， 此 处 p 是 五 的 特 
征 ; 特别 在 p=0 时 ,上 任何 扩张 都 是 可 分 扩张 、 

从 定义 立即 有 

命题 3 车 尺 /了 是 个 可 分 扩张 , 则 KK/F 的 任何 子 扩张 也 是 
六 上 的 可 分 扩张 . 国 

可 分 性 又 是 可 传递 的 , 今 有 
。， 了 4& 。 


命题 4 设 KE/F 与 L/K 分 别 都 是 可 分 扩张 于 是 也 /F 
也 是 可 分 扩张 . 

证 明 ” 按 所 设 ,区 与 7?" 在 玉 上 是 线性 分 离 的 ; 工 与 K” 在 
玉 上 是 线性 分 离 的 .但 KK”* 包 合 
KJ?" 所 以 工 与 KF?' 在 上 仍然 
保持 线性 分 离 性 ， 按 8 5.3 的 引 理 1 
即 知 工 与 Pr' 在 已 上 是 线性 分 离 的 ， 
因此 L/P 是 个 可 分 扩张 。 明 

由 $5.1, 任何 一 个 扩张 尼 / 玉 都 
有 超越 基 , 使 得 玉成 为 纯 超越 扩张 上 
的 代数 扩张 , 车 及 /F 有 超越 基 下, 使 
得 玉 是 也 (T) 上 的 可 分 代数 扩张 , 则 
称 区/ 了 是 可 分 生成 的 ;以 及 TT 是 它 。 
的 一 个 可 分 超越 基 ， 《图 一 ) 

命题 5 可 分 生成 的 扩张 必然 是 可 分 扩张 . 

证 明 设 K/FF 是 可 分 生成 的 ,T 是 它 的 一 个 可 分 超越 基 ; Ki 
一 也 (了)， 据 命题 2, 尺 1/ 了 是 可 分 扩张 ; 又 由 命题 1， 区 /Ki 是 可 
分 扩张 .结论 由 命题 4 立即 得 出 ， 是 

可 分 扩张 与 可 分 生成 的 扩张 二 者 是 有 差别 的 ， 设 万 是 特征 
为 2 关 0 的 完备 域 。 此 时 五 上 任何 扩张 都 是 可 分 扩张 ， 但 不 一 定 
是 可 分 生成 的 扩张 ， 例 如 , 令 2 是 五 上 的 一 个 超越 元 ， 易 知 = 
玉 (z, oz op 9" ，…) 是 五 上 的 可 分 扩张 , 但 不 是 可 分 生成 
的 .由 于 这 一 事实 ,下 面 的 定理 及 其 推论 都 是 值得 注意 的 . 

定理 5.3 若 玉 是 上 的 有 限 生成 扩张 , 则 玉 / 成 为 可 分 
扩张 , 当 且 仅 当 区 /了 是 可 分 生成 的 . 

证 明 ”只 需 证 明 必要 性 ， 设 政 在 了 上 是 有 限 生成 的 ，K = 
Et ，Ww); 又 设 这 .degr 开 一 S， 若 s 一 % 结论 已 告 成 立 ， 今 

e 了 7423 。 


设 s<n. 不 失 一 般 性 ， 不 妨 令 S= {vi,…, ms} 是 区 / 卫 的 一 个 超 
越 基 .， 此 时 zsi 是 了 (S) 上 的 代数 元 ， 它 所 满足 的 最 低 次 多 项 式 
设 为 (X41,，…', 到 :+ 于 是 


f (01 poor 一 0 (5.4.2) | 
今 证 明 ， 了 中 所 包含 的 下 ;不 可 能 都 以 它 的 2 次 寡 出 现 。 因 车 不 
然 , 则 有 (Xi …， 下 sa) 一 卫 o(CM;( 开 ))9 其 中 oE 奋 Mg;( 王 ) 


的 意义 如 前 ， 于 是 (5.4.2) 可 以 改写 成 

Sc(M;(w2))’=0 
换言之 , {Mj(z)}; 在 了 上 是 线性 相关 的 ,但 {及 (2) 上 在 让 上 
是 线性 无 关 的 ,这 与 /为 可 分 扩张 的 所 设 相 巴 盾 . 
”现在 设 卫 ! 不 以 它 的 jp 次 因 出 现 于 所 有 的 项 ， 于 是 f(X, 
Zoo Wspi) 一 0 可 以 作为 3 在 了 (zs，…:，%ws+1) 上 所 满足 的 可 分 
方程 ， 换 言 之 ，w1 是 也 (wg,…， xssi) 上 的 可 分 代数 元 ， 从 而 也 是 
下 (ca …， wn) 上 的 可 分 代数 元 ， 车 {22，…，2} 是 区 /了 的 一 个 
超越 基 , 证 明 即 告 完成 .如 果 不 然 , 则 可 重复 以 上 的 论证 ， 经 有 限 
多 次 后 , 即 可 获得 一 个 超越 基 T, 使 得 区 是 了 (7T) 上 的 可 分 代数 扩 
张 . 

从 以 上 证 明 的 过 程 中 ,可 以 看 到 一 个 事实 ; 对 于 有 限 生 成 的 域 
一 (wi, …, w。), 如 果 它 是 可 分 生成 的 , 那么 {02,，…, zw} 中 就 
包含 一 个 可 分 超越 基 . / 

推论 1(S. MacLane) 尺 /是 可 分 扩张 , 当 且 仅 当 它 的 每 
个 包含 五 的 有 限 生成 子 域 ,在 上 都 是 可 分 生成 的 . 

证 明 ”必要 性 由 定理 和 命题 3 立即 得 知 ， 今 证 其 充分 性 ， 设 
{wj 是 区 中 任何 一 个 在 五 上 为 线性 无 关 的 有 限 组 {wjy 含 在 
玉 上 某 个 有 限 生成 的 子 域 Ki 中 ， 根 据 所 设 ，K; 是 可 分 生成 的 
按 命 题 5， 尺 /了 是 可 分 扩张 。 因 此 ，{wjj 在 Fr' 上 也 是 线性 无 
关 的 , 从 而 证 明了 玉 / 了 是 个 可 分 扩张 . 站 
。 J44 。 


推论 2(F. KK. Sechmidt) 若 了 是 完备 域 , 则 了 上 有 限 生 成 
的 域 都 具有 可 分 超越 基 . 

证 明 由 于 也 =Fr*， 也 上 任何 扩张 都 是 可 分 扩张 。 结论 由 
推论 1 即 得 ， 上 

推论 3 设 玉 /是 可 分 扩张 又 设 玉 与 的 扩张 工 在 了 了 
上 是 独立 的 ， 于 是 及/ 万 是 可 分 扩张 . 

证 明 不 失 一 般 人 性， 不妨 设 尺 在 五 上 是 有 限 生成 的 。 由 定 
理 , 此 时 尺 /也 是 可 分 生成 的 设 T 了 是 /了 的 一 个 可 分 超越 基 ， 
又 按 所 设 , 玉 与 工 在 卫 上 是 独立 的 , 故人 又 是 玉 卫 /万 的 超越 基 ， 
KK 中 每 个 元 素 都 可 由 有 限 多 个 玉 的 、 以 及 工 的 元 素 表 出 ， 玉 
中 关于 (T) 的 可 分 代数 元 ， 在 工 (T) 上 也 是 可 分 代数 元 ， 因 此 ， 
KL 的 元 素 关于 工 (T) 都 是 可 分 代数 元 ， 这 证 明了 玖 卫 / 厂 是 可 分 
扩张 。 上午 

在 上 述 推论 中 ， 如 果 把 玉 与 工 在 上 的 独立 性 强化 为 线性 
分 离 性 , 则 有 下 述 的 结论 : 

推论 4 设 玉 与 工 是 上 两 个 线性 分 离 的 扩张 , 于 是 KK/F 
成 为 可 分 扩张 , 当 且 仅 当 玉 L/I 是 可 分 
扩张 . z 

证 明 必要 性 已 由 推论 3 给 出 现 
在 设 KL/ 工 是 可 分 扩张 . 假若 区 /了 不 
是 可 分 扩张 ， 则 存在 K 中 关于 也 的 线 
性 无 关 组 ， 它 在 7?* 上 是 线性 相关 的 ， 
因此 在 LF” 上 也 是 线性 相关 的 ， 从 而 
与 LP?”"* 在 了 上 不 是 线性 分 离 的 , 根 
据 所 设 , 以 及 $5.3 的 引 理 1， 即 知 KE 
与 五 Po 在 工 上 不 是 线性 分 离 的 ( 见 图 (图 三) 
三 )， 又 从 Fo CIP 可 得 到 LIL 与 m7" 在 上 上 不 是 线性 分 离 
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的 , 这 就 与 及 5/ 工 是 可 分 扩张 的 所 设 相 矛 盾 ， 量 
关于 可 分 扩张 ， 我 们 还 要 通过 下 一 节 所 介绍 的 求 导 来 进行 刻 
划 . : 


$5.5 求 导 


在 讨论 可 分 代数 扩张 时 ,我 们 曾经 使 用 过 多 项 式 的 形式 导 式 ， 
因此 ,把 分 析 中 的 求 导 运 算 移植 二 代数 系 统 ,对 讨论 一 般 的 可 分 扩 
张 ,看 来 是 极为 自然 的 设 工 是 下 的 一 个 扩 域 ,映射 D; 玉 -~ 万 
如 果 满 足 

(1) DY = Dy Dy., 

(2) Dry =% Dy 1+-y Dy, 
就 称 它 是 及 的 一 个 工 值 求 导 ， 在 = 玉 ， 或 者 不 需 特别 强调 某 
个 工时 , 可 以 径 称 为 求 导 ， 对 于 KK 的 单位 元 素 1 由 (2) 有 D1- 
D13-2D1、 因 此 有 D1=0、 再 按 ( 了 ,对 于 任何 n=ni, nENU 
{0}, 几 有 Dn= 0, 即 刀 在 玉 中 由 工 所 生成 的 整 环 上 恒 取 0 值 , 另 


一 方面 ,从 y 志 一 1 以 及 (2) ,立即 得 到 刀子 一 一 <， 故 又 有 


3 D2 yDz ~ zDy 
(3) SY 


由 D1=0, 以 及 (2), (3), 可 知 了 在 玉 的 素 子 域 上 恒 取 0 信 ， 藻 
DD 对 于 区 的 每 个 元 素 w, 此 有 Dw 一 0, 就 称 D 是 平凡 的 , 记 作 0. 
设 区 是 巨 的 扩张 ， 玉 的 求 导 也 在 上 的 限制 D'=Djs 自 
然 是 也 的 ( 工 值 ) 求 导 ， 此 时 又 称 了 是 D' 在 玉 上 的 拓展 如果 
D' 是 平凡 的 ,就 称 卫 是 KK 的 一 个 F- 求 导 . 
设 DD, D1, Da 是 的 任何 也- 求 导 ， 今 规定 
人 人 v, YEK 
(Dit Ds)% = Dis Des. 
易 知 , yD 与 Di 土 Ds 都 是 尺 的 也- 求 导 ， 因 此 , 民 的 全 部 天 求 


。 [i)。 


(5.5.1) 


导 构 成 到 上 的 -- 个 向 量 空间 , 记 作 乡 ryp， 它 在 下 上 的 维 数 记 作 
天 -dim 22xrF, 或 简 作 dim 名 gj. 
先 来 看 一 个 非 平 几 了 -~- 求 导 的 例子 ， 
例 设 KK= 了 F(XI,…, 玉 ,). 令 
oO [X60 2%, 7=1,*",%N 
6X, {a0 woEF. 
再 按 (1)，(2), 可 售 003 和 成 为 天 的 %v 个 非 平凡 的 一 求 导 . 为 
了 与 分 析 中 的 称谓 保持 一 致 ,我 们 称 以 上 规定 的 求 导 为 偏 导 映射 . 
在 当前 的 情形 下 , {60/606X1,…., 0/6 玉 小 成 为 gr 的 一 个 基 , 因 独 
DEIir, BH DX, ER, j=1, …, n, 则 


(5.5.2) 


1 0 
是 芭 的 一 个 平凡 4- 求 导 , 故 
6 
DP- Ou a 
另 一 方面 ,0/0X1,…, 9/0X， 在 KK 上 是 线性 无 关 的 ， 因 为 从 
， 8 
他“ BT 
可 得 0=0Xs= (Sag) Xm jl en 


在 本 节 中 ,我 们 主要 讨论 求 导 的 拓展 , 以 及 它 对 域 扩 张 所 起 的 
作用 .具体 地 说 , 设 区 /是 个 扩张 , D' 是 也 的 一 个 区 - 值 求 导 . 
问 D' 在 民 上 的 可 拓展 性 与 下/ 的 可 分 性 二 者 之 间 有 什么 关 
系 ， 首先 ， 我 们 就 玉 / 了 是 有 限 生成 的 情形 来 讨论 求 导 的 拓展 . 

设 尺 = 了 (w1,…, 9,); 又 设 了 的 求 导 D 在 太 上 有 拓展 LD. 
令 多 项 式 Fi …， 已) EF[R1…， 下 满足 Fo，…，m) 一 
0， 按 求 导 的 运算 法 则 ,有 

0= Df (wi, pm，0r) 
e。 147。 


= (Oo oo) + HBf /904) Do, (6.5.8) 


其 中 ?7 (wi, …, 2,) 表 示 以 D 作用 于 大 (和 …， 邓 ,) 的 系数 而 得 
到 的 多 项 式 ， 然 后 以 (zc …, 0%,) 代 将 ( 了 1，…， 尺 。); 0f/9z; 是 以 
(5.5.2) 所 规定 的 偏 导 映射 /6 作用 于 (及 1,…， 玉 ,))， 再 以 
(81,…， gw) 代替 (及 1,…， 于 ,) 而 得 到 的 元 素 。 因 此 ，(5.5.3) 是 
有 拓展 D 的 必要 条 件 . 现在 来 证 明 它 又 是 充分 的 . 
命题 1 设 玉 = 下 (Ci，…，0o)i D' 是 的 一 个 求 导 . 又 设 
{f.( 玉 1 …，, 区)}xci 是 理想 : 
{f EF[X1, *%, Kal |f 801, *%, tn) = 0} 
的 一 组 生成 元 ， 若 Qi,，…, Ww) EK 满足 方程 组 
0= fP (wy ,00) + OF/ Bo) CE4 (5.5.4) 
则 D' 能 拓展 成 上 一 个 唯一 的 求 导 D, 满足 
zi 一 由 2 一 二 多 ， 
证 明 对 于 g(zz oo) Et …, zr, 规定 
Dg 7, 2) = 9° (oy, 二 六 (ganpm 


再 按 (3), 就 可 以 对 下 中 每 个 元 素 hn， …， 0%)/g(z1,…，%) 规 
定 DD 的 作用 .通过 直接 验证 , 即 知 DD 是 D' 在 及 上 的 拓展 , 而 且 
满足 Dw 一 ww, $= 1， no 时 
应 用 命题 工 于 单 扩张 一 卫 (w), 可 得 下 面 的 一 些 推论 . 
推论 1 车 尺 = 也 (2) 是 可 分 代数 扩张 ， D' 是 了 的 求 导 ， 则 
D' 在 KK 上 有 唯一 的 拓展 . 
证 明 设 和 ( 屯 ) 是 z 在 如 上 的 极 小 多 项 式 ， 由 z 的 可 分 性 ， 
m (ZJ) 关 0， 此 时 (5.5.4) 成 为 
oo) 十 02 (ZU 一 0. 
因此 只 能 有 Dz=w= 一 m?(z)/m(z)， 时 
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特别 在 D'=0 时 ,D 也 只 能 是 0. 

当 w 是 也 上 的 超越 元 时 ,显然 有 

推论 2% 若 玉 一 (co) 是 纯 超 越 扩 张 , 则 三 的 任何 求 导 皆 可 拓 
展 成 为 羽 的 求 导 卫 , 且 Dz 可 取 任 何 值 。 量 

对 于 纯 不 可 分 扩张 ,情形 有 所 不 同 ; 

推论 3 设 开 = 下 (wo) 是 个 纯 不 可 分 扩张 ,z 在 五 上 的 极 小 多 
项 式 为 

mF)= A”—oa, 

其 中 p 为 也 的 特征 .的 求 早 D' 能 拓展 于 玉 ， 当 上 且 仅 当 D'o- 
0， 又 当 D' 有 拓展 孔 时 ,Dz 可取 任 何 值 . 

证 明 以 m?(z)= 一 Da 代入 (5.5.4) 即 得 . 上 

车 取 D=0, 从 以 上 的 三 个 推论 易 得 ， 

命题 2 有 限 生 成 的 扩张 = 耳 (w1,…, w。) 成 为 可 分 代数 扩 

张 , 当 且 仅 当 xys 一 {0}, 即 下 只 有 平凡 的 了 求 导 

证 明 ”必要 性 显然 ; 充分 性 用 反 证 法 即 得 . | 

在 以 上 三 个 推论 中 , 单 扩张 这 个 条 件 并 非 一 个 实质 上 的 限制 ; 
甚至 也 可 以 不 要 求 /也 是 有 限 生成 的 。 这 只 须 在 上 述 三 个 推论 
的 基础 上 使 用 Zorn 引 理 的 论证 即 可 ， 因此 又 有 

命题 8 若 开 / 玉 是 可 分 生成 的 ， 风 至 的 任何 求 导 总 可 以 拓 
展 于 K. 上 . 

命 天 4 设 了 五 的 特征 为 p 关 0，KK/ 了 是 纯 不 可 分 扩张 ,并且 
Ko 局. 若 S 是 KK/ 了 的 一 组 生成 元 ,PF 的 求 导 D 使 得 每 个 Dw 
=0, zES, 则 DD 可 以 拓展 EK, 和 

为 了 获得 对 可 分 扩张 的 刻 划 ， 我 们 还 需要 进一步 考虑 纯 不 可 
分 扩张 和 有 有限 生 成 的 扩张 . 今 有 以 下 的 结论 ， 

命 了 5 设 了 五 的 特征 为 p 关 0，KK/F 是 纯 不 可 分 扩张 ， 并 上 且 
KsCCF. 车 [K: 了 7]=p’, 则 有 
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(i) dim Wry/r=s 

(ii) 存在 ca weE 天 以 及 Grp 的 一 个 基 {Di1,…,D,}, 使 
得 开 一 下 (oO ms), VIF PD1, ***, Vj-1), 
以 及 Dixi=6n, %, j=1, .…, $8 

证 明 ” 先 按 归纳 的 步骤 作出 x1,，…, %;， … 使 得 

0j FD, Of 

由 于 ?EFEPF (V1, **, Wj-1), 
故 [Fv1, , PP lm, , W-1)] =p,. 
再 按 [K: 了 一 py 知 有 8 个 ‘使 得 下 = 了 了 (wi,…, w%). 根据 命题 
1 的 推论 3, Ex 21) 有 一 个 下 (ci 05-0D- 求 导 D;， 满 足 
Djzy~1， 由 于 每 个 3€ ,多 次 使 用 推论 3, 可 使 D; 拓展 成 为 KK 
的 4- 求 导 Dj; 满足 Djz,=6;， 这 样 得 到 的 s 个 求 导 Di, …, D,, 
在 玉 上 显然 是 线性 无 关 的 . 另 一 方面 ,对 于 任 -- DE Dx/jn, 了 - 求 


导 -如 DzsD, 是 平凡 的 ,换言之 , 刀 可 由 Di,…, D, 线 性 表 出 ， 


放 () 成 立 . 从 而 又 有 (这 ) 成 立 . | 
命题 2 可 作为 下 列 命题 的 一 个 特 蒜 : 
命题 6 设 天 = 了 (ca …, @,); dim Bkyp 一 8s,.， 于 是 有 
(i) 车 有 w,…, UEK ,使 得 K 是 =F(w, "°° Ww) 上 的 可 
分 代数 扩张 , 则 ts; 
(ii) 存在 刀 ,…, WEK ,使 得 KK 是 加 = 了 FF(wi,…, Ws) 上 的 可 
分 代数 扩张 ; 
(iii) s 一 tr.deg /了 , 当 且 仅 当 区/F 是 可 分 生成 的 . 
证 明 每 个 站 Epoip 都 由 Za  …，Zoi 唯一 地 确定 ， 
dim pyp 所 t， 由 于 作 / 召 是 可 分 代 关 扩张 , 据 命题 1 的 推论 1 
的 每 个 万- 求 导 可 以 唯一 地 拓展 成 玉 的 了 - 求 导 . 因此 


S 一 dim EIR = dim Wer 


。 1-0。 


即 (让 ) 成 立 . 

在 也 的 特征 为 0 时 ， 设 {u,…, wt} 是 开 / 王 的 一 个 超越 基 . 
根据 在 例 和 命题 5 的 证 明 中 所 使 用 的 构 作法 ,可 以 定 出 乡 g/r 的 一 
个 基 {D1,，…，Dt}， 满 足 Drm 6n， 此 时 dim xjyp 一 t。 但 根据 
所 设 , 应 有 t=s. 

现在 设 了 了 的 特征 为 p 关 0， 每 个 DEg/z 在 PK?* 上 都 是 平 
凡 的 , 故 DEkjrrr， 另 一 方面 , 人 BxjPrxr 丑 依 Eyr, 故 

s—dim Drjp= dim Dr/rgrs. 

KK 在 FK? 上 是 纯 不 可 分 扩张 , 故 应 有 [KK: 了 PK?]=PP?， 按 命 
题 5 有 ?di …', wuEK, 使 得 KE=FEK?(wi, ,Us), 以 及 人 DE/ PES 
的 一 个 基 {Di,…, D,}, 后 者 又 是 xp 的 基 . 令 

B=F(u, '*, W). 
设 了 ES2gp 从 而 DE gry. 因此 又 有 


D- 3D,. 
1 
但 0 Du= SoD = o, v=1, ""*, $3, 
故 有 D=0, Yrsp = {0}. 


根据 命题 2，K/ 召 应 是 可 分 代数 扩张 ， 这 就 证 明了 (i).， 由 (i)， 
(让 立即 得 出 (iii). _ 

特别 在 s=0 时 ,就 得 到 命题 3， 作为 本 节 的 最 后 一 个 结果 , 今 
有 z 
定理 5.4 设 了 的 特征 为 p 头 0。 长/ 了 成 为 可 分 扩张 ， 当 且 
仅 当 了 的 每 个 求 导 都 能 拓展 成 为 的 求 导 . 

证 明 必要 性 . 设 /是 可 分 扩张 ， 按 定义 , 与 Fr? 在 
上 是 线性 分 离 的 因此 ，K? 与 了 在 ?上 是 线性 分 离 的 .。 令 
tisr 是 开 2 在 49 上 的 一 个 基 , 其 乘法 规则 由 
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Li 一 名 Oise Uy, Ci 天 € FE? 


所 确定 。 显然 ，{feusjier 可 以 作为 向 量 空间 FLK?] 在 了 上 的 一 个 
基 . 十 是 2E FLK 人 可 以 写 如 % 一 训 on4, icZ, 且 只 有 有 限 多 个 ， 
x0. 设 D 是 也 的 一 个 求 导 ， 今 规定 ， 

D's = 2 Da wu. (5.5.5) 
D" 显然 满足 求 导 条 件 (1), 现 在 来 证 (2). 设 

2 bus E PLK?]. 


按 cimxE€ B87, 以 及 D'cis 一 0, 有 
D'zy = D"( >2 ibjCimuy) 
tj 


= , D'@0j0unus 

~ SB (@D'bst bsD’ar) on 
一 忆 (cD0 +b;D'@i) ws 

- DawaD bst bisD oun) 


=—zD"'y+yD"s. 
这 证 明了 D" 满足 (2); 然后 再 按 (8), 把 D" 拓展 于 商 域 PK?, 并 
且 仍 记 作 D"， 对 于 元 素 04E 玉 ，w? 可 表 如 fui} 在 到 上 的 线 
性 组 合 , 按 (5.5.5) 的 规定 , 取 D" 在 K? 上 的 限制 , 知 有 D"w?=0. 
最 后 , 再 按 命题 4, D" 可 以 拓展 成 入 上 的 一 个 求 导 也 
充分 性 ， 设 了 的 每 个 求 导 簿 可 拓展 于 及 ，D' 是 的 任 一 求 
导 ， 又 设 {wi …，%,} 是 区 中 任意 一 组 在 瑟 上 线性 无 关 的 元 素 . 
我 们 要 证 明 ，{fz?,…, xz 入 在 了 上 也 是 线性 无 关 的 ， 从 而 得 出 到/ 
万 的 可 分 性 ， 假 若 此 结论 不 真 ， 则 {9 ，…，w 跨 在 五 上 是 线性 相 
关 组 ， 取 {qoY,…, 8} 为 其 中 含 最 少 元 素 的 一 个 线性 相关 子 组 ， 
12。 : 


于 是 有 > cat 一 0， 


其 中 每 个 % 关 0 令 on 一 二 于 是 Dan=0, 按 所 设 ， 7 可 以 拓展 成 
K 上 的 求 导 D. 显然 , Dot = 0， 2 一 二 ， “"") Ti。 故 有 


43 ， 1 一 1 , 
SI Daw?= 5 Dgw?=0. 
1 1 


但 这 与 {9，…，#} 的 取 法 相悖 .因此 只 能 有 D'ar==… = 一 D'an-1 
=0. 又 由 DD 的 任意 性 , 可 知 m1, …, am 都 属于 PF?， 

外 0 一 0 2CG 了 了 ， 一 二 ， “0 

从 而 Pan = (Som) =0, 

以 及 Sbm=0. 


但 这 与 {51,…, zm} 在 也 上 的 线性 无 关 性 相 泌 质 .。 目 


$5.6 正则 扩张 


在 本 节 中 ， 首 先 引入 一 个 比 可 分 性 更 强 的 概念 .与 前 面 的 情 
形 一 样 ,假定 所 涉及 的 域 和 扩张 都 包含 在 同一 个 代数 闭 域 之 内 . 
定义 5.2 设 尼 是 郊 的 一 个 扩 域 ; 及 是 至 的 代数 闭 包 ， 若 
区 与 入 在 也 上 是 线性 分 离 的 , 则 称 区 是 巴 上 的 正则 扩张 , 或 径 
称 KK/ 了 为 正则 扩张 ， 
在 也 的 特征 p 关 0 时 ,从 包含 Fm". 因此, 正则 扩张 同时 是 可 
分 扩张 ; 但 反之 并 不 必然 成 立 ,这 可 以 从 下 述 的 定理 认 知 .为 定理 
的 证 明 计 , 先 有 一 条 引 理 ; 
引 理 1 设 了 在 扩 域 久 中 是 代数 封闭 的 ;ww 是 上 的 一 个 代 
数 元 ， 于 是 王 (od) 与 素 在 加 上 是 线性 分 离 的 , 同时 又 有 
[FCOOSFI=IK(W:IK]. (5.6.1) 
证 明 ” 先 证 (6.6.1)， 设 m( 且 )EF[ 且 ] 是 入 在 上 的 极 小 
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多 项 式 .， 若 m( 匀 ) 在 下 上 有 真 因 式 9( 了 了 )， 则 y(XY) 的 系数 是 
m( 导 ) =0 的 根 的 对 称 函 数 ， 从 而 是 下 上 的 代 元 ， 据 所 设 ， 有 
9( 六 )E8LX], 矛 盾 . 

令 [F(WD):]=7; 又 令 {v1 …, %} 是 下 中 关于 了 的 一 个 线 
性 无 关 组 . 若 {21,…, 2 在 (ww) 上 是 线性 相关 的 , 则 有 

Bom=0, EPFLu). (5.6.2) 
据 所 设 ,6; 可 以 表 为 证 4,…, w} 的 线性 组 合 、 令 
0 一 3 Onu', oanEF, 
代入 (5.6.2), 得 
SF oni -0 


j=1 i=0 
”这 表明 久 在 玉 上 满足 一 个 7 一 1 次 的 方程 gC 及 ) -0， 从 而 与 (5， 
6.1) 矛 盾 . | : 

定理 5.5 开 / 玉成 为 正则 扩张 ， 当 县 仅 当 双 在 天 内 是 代数 
封 碌 的 ,同时 区 又 是 也 上 的 可 分 扩张 : 

证 明 车 尺 /了 是 正则 扩张 ,显然 它 又 是 可 分 扩张 . 令 wEK\ 
也 是 五 上 的 一 个 代数 元 ， 其 极 小 多 
项 式 的 次 数 为 +>1, 村 是 , {1 w,…， 
w- 号 在 至上 是 线性 无 关 的 ， 从 而 它 
在 六 上 也 是 线性 无 关 的 , 矛盾 ， 这 证 
明了 了 在 区 内 是 代数 封闭 的 . 

其 次 证 充分 性 ， 只 需 示 明 , 玉 与 
五 上 任何 一 个 有 限 代数 扩张 工 ， 关 于 
万 都 是 线性 分 离 的 ， 首 先 , 若 I/ 万 是 
(图 四 ) 可 分 扩张 , 则 工 == 了 (ww), 按 引 理 1, 下 
与 在 了 上 是 线性 分 离 的 ， 青 就 一 般 而 论 , 令 召 是 了 了 在 荆 内 的 
»。 14， 


可 分 闭 包 ， 此 时 加 与 玉 在 尺 上 是 线性 分 离 的 ， 青 据 定 理 刁 .4 的 
推论 4， 玉 恕 / 恕 是 个 可 分 扩张 ， 又 从 工 / 吾 为 纯 不 可 分 扩张 ,可知 
KK 加 与 工 在 如 上 是 线性 分 离 的 ( 见 图 四 及 习题 6)， 根据 85.3 
的 引 理 1, 即 得 结论 . | 
从 定理 立即 得 知 ， 代 数 闭 域 上 的 任何 扩张 都 是 正则 扩张 .此 
外 ,还 有 以 下 的 z 
推论 1 若 区 /了 是 正则 扩张 ， 则 它 的 子 扩张 至/ 她 也 同样 是 
正则 扩张 . | z z 
推论 2 车 及 /F 和 了 /K 都 是 正则 扩张 则 工 /了 也 是 正则 
扩张 是 . i 
在 $5.3 中 已 经 见 到 , 线性 分 离 性 是 比 独立 性 更 强 的 概念 . 在 
增加 一 些 条 件 后 ， 也 能 够 从 独立 性 得 出 线性 分 离 性 ， 我 们 先 给 出 
几 个 引 理 : 
引 理 & 设 卫 与 素 是 不 上 两 个 独立 的 扩张 ， 若 /是 缠 
超越 扩张 . 则 K 与 工 在 上 是 线性 分 离 的 . | 
证 明 设 {zj)}; 是 玉 中 一 组 关于 万 的 线性 无 关 元 ， 若 有 
S081=0, orEL= FT), (5.6.3) 
不 妨 设 6 一 0@( 碳 ,，…, 名 ) E 也 [H，…, 媚 ]，5j 取 (5.6.3) 中 出 现 的 所 
有 标号 ， 于 是 (5.6.3) 又 可 写作 
Som = Has) M(t) =0, 
其 中 alz) 是 含 fw}; 的 一 次 式 ; 2 人 是 含 全 ,…， 机 的 单项 式 ， 
据 玉 与 工 在 了 上 的 独立 性 ， 伪 ,…, 纠 在 及 上 是 代数 无 关 的 ， 
即 每 个 w(z) = 0， 再 按 所 设 ,m(z) 的 系数 应 全 为 0 因此 ， 
0;=01(h, 加) 一 0， 
即 {ri}; 在 工 上 仍然 是 线性 无 关 的 秆 
引 理 3 设 工 是 也 的 扩 域 ;加 是 另 一 个 域 ; K 是 合成 FP. 车 
4 150。 


如 中 关于 闻 的 线性 无 关 组 在 到 上 也 是 线性 无 关 的 , 则 了 了 与 天 在 
石上 是 线性 分 离 的 . : 

证 明 设 {wy}; 是 工 中 关于 了 的 一 组 线性 无 关 元 又 设 它 在 
K 上 满足 关系 : 

> vw EEK. (5.6.4) 
不 失 一 - 般 性 ,每 个 w 表示 如 下 : 
一 之 Wd jh, 

其 中 gn EF, yrxE 召 .在 有 限 组 {yxx}y,x 中 , 取 关 于 了 了 为 线性 无 关 


的 最 大 组 {wj}: 三 恕 ， 从 而 有 | : 
Ui= So, CnEP. (5.6.5) 


以 此 代入 (5.6.4), 得 


之 3 Cgi0; = 0, 
即 之 (之 C0;)%i = 0. 
按 所 设 , {zi}; 在 上 上 也 是 线性 无 关 的 , 因此 ,对 于 每 个 和 丝 有 
之 Caw;= 0, 


再 根据 {2w}; 在 至 上 的 线性 无 关 性 ， 有 oj= 0, 对 所 有 的 到 了 都 成 
立 ， 以 此 代入 (5.6.5)， 即 得 w=0， 这 证 明了 {fev}y 在 上 是 线 
性 无 关 的 , 从 而 工 与 玉 在 了 上 线性 分 离 、 由 

引 理 和 设 区 /也 是 可 分 扩张 ;了 的 扩 域 工 与 玉 在 也 上 是 独 
立 的 . 若 以 召 表 五 中 由 所 有 关于 到 的 可 分 代数 元 所 成 的 子 域 , 则 
五 与 如 KR 在 如上 是 线性 分 离 的 . 

证 明 ”根据 引 理 3, 只 需 证 明 区 中 关于 如 的 线性 无 关 组 , 在 
工 上 也 是 线性 无 关 的 .不 失 一 般 性 , 不妨 设 玉 / 玉 是 有 限 生成 的 ， 
从 而 也 是 可 分 生成 的 ， 如果 结论 不 真 ， 则 存在 环 中 关于 吾 的 线 
性 无 关 组 , 它 在 荆 上 是 线性 相关 的 ， 取 {y1,…, ym} 是 具有 此 一 
.16806 。 


性 所 ,而 有 元吉 数 m 为 最 小 的 一 组 .于 是 有 
Fwy=0, wiEL. 


不 妨 设 wn 一 1， 由 于 wi,…, wn 不 全 在 且 内 , 按 85.5 命 题 1 的 
推论 2, 3, 了 (w) 一 了 (wy,…, wm) 有 取 值 于 工 的 也 - 求 导 也 ， 使 
得 Dao 不 全 为 0. z 

令 T 了 {wm1,…，ze} 是 尼 / 了 的 一 个 可 分 超越 基 ， 按 所 设 ，7 
关于 工 是 独立 的 ,因此 关于 五 (w) 也 是 独立 的 ， 据 定理 5.4, DD 可 
以 拓展 于 也 (w, 人 T), 仍 记 作 D, 且 有 Dam= 0, 6=1,…, s， 这 表明 
D 是 FP(w， TJ 了) 的 了 (TD)- 求 导 。， 区 /F(T) 是 可 分 代数 扩张 ， 因 此 
KK(w)/Flw, 了 J) 也 是 可 分 代数 扩张 。 此 时 万 (w, J) 的 了 (T)- 求 
导 D, 可 以 拓展 成 为 区 (w) 的 求 导 , 仍 记 作 DD 又 因为 力 在 了 F(T) 
上 是 平凡 的 , 从 而 在 玉 上 也 是 平凡 的 , 特别 有 Dy;=0, ji 二 1 


m。 今 以 刀 作 用 于 等 式 局 wo 一 0, 得 到 
3 Du y;=0. (5.6.6) 


又 由 wn=1, 故 Dwm=0， 代 入 (5.6.6), 即 知 yi,…, gw-i 在 五 上 
线性 相关 ， 但 {yi,…, ym- 直 在 召 上 是 线性 无 关 的 ,这 与 {yi,…， 
yn} 的 取 法 矛盾 ， 重 

根据 以 上 这 些 引 理 ， 现在 证 明 

命题 1 设 开 /也 是 正则 扩张 ; 有 的 另 一 扩 域 工 与 及 在 PP 上 
是 独立 的 ， 于 是 下 与 工 在 万 上 是 线性 分 离 的 . 

证 明 令 刀 是 五 中 由 所 有 关于 驰 的 可 分 代数 元 所 组 成 的 子 
域 ， 此 时 如 = 万 (w)， 在 命题 的 前 设 下 , 据 引 理 1, 区 与 且 在 P 上 
是 线性 分 离 的 ， 另 一 方面 ， 从 及/ 的 可 分 性 , 使 用 引 理 4, 可知 
工 与 KK 且 在 恕 上 是 线性 分 离 的 ， 再 按 85.3 的 引 理 1 即 得 到 结 
论 ，。 和 

e。 TO7 。 


”在 命题 所 作 的 前 设 下 ,K 与 人 自然 也 是 在 了 上 独立 的 , 因此 
及 与 上 在 上 为 线性 分 离 ，$ 5.3 的 引 理 1 指出 , LK 与 在 工 
上 线性 分 离 , 换 言 之 ,LK/ 工 是 个 正则 扩张 ， 这 就 证 明了 

命题 2 设 玉 与 工 是 万 上 两 个 独立 的 扩张 ; 又 设 天 /及 是正 
则 扩张 ， 于 是 玉石 /二 也 是 正则 扩张 时 

结合 定理 5.5 的 推论 2, 即 得 

推论 设 区 与 荆 是 上 两 个 独立 的 扩张 ,同时 KK/FP 与 L/F 


各 


都 是 正则 扩张 . 于 是 L/P 是 正则 扩张 . 上 
作为 本 节 的 结束 ， 我 们 再 介绍 一 个 与 可 分 扩张 和 正则 扩张 相 
接近 的 概念 . : 


定义 5.8 设 区 是 也 的 扩 域 .车 民 与 了 的 可 分 代数 闭 包 
及 在 上 是 线性 分 离 的 , 则 称 K 是 五 的 一 个 准 索 扩张 ,或 者 KK/F 
是 准 素 扩张 . z 

命 环 3 K/F 成 为 准 素 扩张 ， 当 上 且 仅 当 耳 在 久 内 是 可 分 代 
数 封闭 的 . 

证 明 车 KK/ 了 是 准 素 扩张 ,此 时 只 能 有 入 站 下 = 也 , 故 必要 
性 成 立 ， 反 之 , 设 了 了 在 尺 内 是 可 分 代数 封闭 的 ， 欲 证 明 及 /五 是 
准 素 扩 张 ， 只 要 对 丸 上 每 个 有 限 可 分 扩张 卫 ， 证 明 疏 与 五 在 忆 
上 是 线性 分 离 的 ， 由 于 工 是 个 单 扩张 了 (w), 注意 到 在 引 理 1 中 ， 
车 把 条 件 改 为 也 在 芒 内 可 分 代数 封闭 ， 以 及 % 是 也 上 的 可 分 代 
数 元 ， 引 理 的 结论 依旧 成 立 ， 这 就 得 到 区 与 5= 了 lw) 在 了 上 的 
线性 分 离 性 ， 时 z 

对 于 准 素 扩 张 , 有 类 似 于 定理 5.5 的 推论 1 与 2, 今 不 一 一 列 
- 举 ， 与 命题 1 相 比 较 ,在 准 素 扩张 的 情形 , 有 以 下 的 结论 成 立 ; 

命题 4 设 玉 与 工 是 也 上 两 个 独立 的 扩张 ; 其 中 尺 /是 准 
素 扩 张 , 工 /F 是 可 分 扩张 于是, 与 工 在 了 上 是 线性 分 离 的 . 

证 明 ”不 失 一般 性 。 不 妨 设 K/ 五 是 有 限 生 成 的 ， 了 是 它 的 
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一 个 超越 基 ， 在 特征 为 0 时 , 玉 / 玉 (TT) 是 有 限 可 分 扩张 ,在 特征 为 
Pp 天 0 时, 必 有 某 个 正 整 数 mm, 使 得 Ki 一 "了 (7T) 成 为 卫 (T) 上 的 
可 分 代数 扩张 , 从 而 区 /有 Ki 就 是 一 
个 纯 不 可 分 扩张 ， 按 KK/F 是 准 素 
扩张 ,由 命题 3 知 五 在 玉 内 可 分 代 
数 封闭 ,因此 也 在 区 1 内 是 代数 圭 
闭 的 ,从 而 Kf/ 是 正则 扩张 ， 据 ki 
命题 1，K1 与 工 在 上 是 线性 分 
离 的 ， 另 一 方面 ， 从 定理 5.3 的 推 
论 3, 知 玉 ;DV/R; 是 可 分 扩张 .及 iL 
与 及 上 的 纯 不 可 分 扩张 及 ,关于 了 
天 : 当然 是 线性 分 离 的 ， 合 并 这 两 ” (图 五 ) 
部 分 ( 见 图 五 ), 即 知 下 与 工 在 FF 上 的 线性 分 离 性 . 

从 证 肯 的 过 程 中 还 见 到 一 个 事实 ， 丸 上 任何 一 个 准 素 扩张 
KK, 可 以 分 两 步 得 到 ,先是 也 上 的 一 个 正则 扩张 及 ， 然 后 有 区 
上 的 纯 不 可 分 扩张 区 . 


$ 5:7 ” 域 的 张 量 积 与 域 的 合成 z 

从 第 一 碍 起 就 多 次 提 到 过 域 的 合成 这 个 概念 ， 那 都 是 在 某 个 
给 定 的 扩 域 内 来 考虑 的 ， 要 对 域 的 合成 作 一 _ 般 性 的 定义 ， 首先 要 
引入 域 的 张 量 积 . 

设 4, B 是 域 玉 上 的 两 个 交换 代数 ， 它 们 的 乘法 单位 元 素 就 
是 卫 的 单位 元 素 。 作为 上 的 向 景 空间 而 论 ,可 以 作出 ns 
景 积 46@xB， 对 于 这 个 张 晤 积 , 现在 来 规定 一 个 乘法 ， 使 它 
关上 的 一 个 交换 代数 ， 设 之 dD, > 00; 是 其 中 二 


素 ， 今 规定 
。J59 ， 


(> C00:) (这 oDs) 一 之 之 0i0yCDDiD (5.7.1) 


不 难 验 明 ， 这 样 的 规定 是 有 效 的 ， 从 而 4GCzB 成 为 了 上 的 一 个 
交换 代数 ， 自 然 映射 
o: CH ol 7: bP 1%b 

分 别 是 从 4 和 到 46@9rB 内 的 也- 同 构 ， 它 们 的 象 45= 4A@si 
与 B+ 一 1697B 是 469sB 中 两 个 子 代数 ,而 且 , 由 它们 生成 的 代数 
就 是 469rB， 为 简便 计 ， 有 时 我 们 把 4，B 与 它们 在 自然 映射 下 
的 象 等 同 起 来 , 从 而 径 称 4, B 为 40693 的 子 代数 ， 此 时 A@pB 
的 元 素 习 ofQ2 也 可 以 简写 作 习 oib 


现在 没 0 是 万 上 另 一 个 交换 代数 ，o 与 < 分 别 是 从 4 与 
到 C 内 的 也- 嵌入， 以 4r，B" 记 它们 在 0 内 的 象 ， 它 们 显然 者 
是 C 的 子 代数 ，O 中 包含 4 ，B" 的 最 小 子 代数 ， 乃 是 由 所 有 形 
式 如 了 3af057 的 有 限 和 所 成 的 集 : 


{> azp7jacE4， v;EB}, 


称 为 由 4° 与 B" 生成 的 子 代 数 ， 记 作 [4”，B"].， 如 果 又 有 0O= 
[4", B"], 则 称 O 是 和 4 与 B 在 了 上 的 一 个 合成 , 为 明确 计 , 可 记 
作 (O， oa, 7+). : : 

设 (0', o ,Tz ) 是 4 与 8B 在 上 的 舅 一 个 合成 ， 如 果 在 0 与 
0' 之 间 有 一 个 F- 同 构 s, 使 得 有 os=o 和 和 7s=v 成 立 ,我 们 就 称 
(O, o, 7) 与 (0', o', 7 ) 是 等 价 的 , 记 作 

(O, o, TS(O', o', T). 

为 了 阐明 合成 与 张 晤 积 之 闻 的 关系 ， 先 应 提 及 一 个 事实 在 
$5.3 定义 域 的 线性 分 离 性 时 ,实际 上 只 涉及 到 域 和 子 域 的 向量 空 
间 的 性 质 ， 因 此 ,该 节 的 一 些 定义 各 性质 (如 引 理 1), 对 于 域 上 的 
向 量 空间 或 代数 ,仍然 是 适用 的 ， 今 有 
. 160， 


命题 1 设 (0，o, 是 代数 4 与 在 域 上 的 一 个 合成 . 
(O, go, Tf) 等 价 于 张 量 积 465B 的 必要 充分 条 件 是 ，4" 与 B" 作 
为 O 的 子 代 数 在 .上 是 线性 分 高 的 . 

证 明 按 张 量 积 的 作法 ，4 与 在 4@rB 内 关于 也 是 线性 
分 离 的 . 车 (0, o, 7?) A4C@rB， 则 4 与 B" 在 上 也 是 线性 分 
离 的 ,反之 ,从 4 与 B" 在 上 的 线性 分 离 性 ,映射 

之 ka? br 上 > 之 Kimbs, EiEF 


给 出 0 与 4sB 间 的 一 个 同 构 s 而且 满 足 ocs=o, vs 一 T, 即 (O, 
oHADB. / , 
例 设 ( 及 ) 一 (了 1 …'， 下 nm)，( 了 ) = 《了 1,…, 了 ,) 是 了 上 两 
组 独立 的 未 定 旋 . F[X1 一 F[X1,…, 及 mn] 与 PI 了 ]==PIYy, …, 
了 。] 在 下 上 有 合成 下 [和 ，…， 碟 mw 了 1,，…，,， 了 。], 它 等 价 于 
FIX]@zr PIY], 
故 FlX, YI~PIXIOPIY]. 


现在 转 到 域 的 情形 上 来 ， 设 及 ，K' 是 也 的 两 个 扩 域 ， 它 们 
的 张 量 积 KrK' 是 把 及 ，K' 作 为 也 上 的 代数 而 言 的、 因此 
KG 只 是 了 上 的 一 个 代数 ， 但 对 于 “合成 "来 说 , 我 们 要 求 它 
是 一 个 域 。 现 在 作 如 下 的 
定义 5.4 设 下 与 玉 ' 是 她 的 两 个 扩 域 ,也 是 万 的 另 一 个 扩 
域 ， 若 c, 分 别 是 从 瑟 ， 玖 "到 五 内 的 态 -嵌入 ,上 且 由 玉 "， 玉 
在 工 内 生成 的 子 域 恰 等 于 五 则 称 工 是 玉 与 K' 在 上 的 一 个 
合成 , 记 作 (L, o, 7). 
从 定义 来 看 , 作为 代数 的 合成 与 作为 域 的 合成 是 不 相同 的 . 但 
有 时 也 可 能 一 致 ， 例 如 , 设 及 /万 是 个 有 限 扩张 ; {4,…, tw} 是 它 
的 一 个 基 ， 车 ( 荆 ，o，7) 是 作为 域 的 合成 ， 此 时 工 中 的 代数 合成 
[Re 及 "可 以 窒 如 
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Kt tt RT {85.7.2) 
这 是 ”上 的 一 个 有 限 维 代数 .， 由 于 它 含 在 二 内 ， 所 以 又 是 整 
坏 ， 因此 [五 ", KK 是 个 域 , 即 工 =[K°, KK], 这 说 明了 在 当前 
的 情形 下 ,下 与 KE” 作为 代数 的 合成 同时 又 是 作为 域 的 合成 

域 的 合成 的 存在 性 ,在 KK 与 K" 中 有 一 个 是 上 有 限 扩张 的 
情形 下 , 可 以 通过 张 量 积 来 给 出 ， 今 有 以 下 的 

定理 5.6 设 与 K' 是 了 的 扩 域 , 目 KK/F 是 有 限 扩张 .又 
设 性 是 KWWrK“ 的 一 个 极 大 理想 ， 于 是 有 

(i) oo; wm ul+N 

Tv WwP 1wvt+dy 、 
分 别 是 从 下 ，K' 到 工 = KrK'/M 内 的 了 了- 杠 入 

(ii) (L, o, 7) 是 与 K' 在 了 上 的 一 个 合成 ; 

(iii) 五 与 民 ' 的 每 个 合成 都 可 以 由 这 种 方式 得 出 , 而 且 , 不 
等 价 的 合成 对 应 于 KO@rK' 的 不 同 的 极 大 理想 ; 

Gy) 下 与 K' 在 了 上 只 有 有 限 多 个 不 等 价 的 合成 . 

证 明 首先 ,由 (6.7.3) 所 规定 的 o, 57 分别 是 从 下 , K" 到 二 
内 的 FF- 辣 态 ， 由 于 只 有 下，K' 的 单位 元 素 经 go, 7 才 映 射 到 工 
的 单位 元 素 ,所 以 o, z 都 是 也 - 插入, 即 (让 成 立 ， 

工 的 每 个 元 素 都 可 以 表 如 

ZuntM=Eui+M)(Iwot+M)= Eu. 
又 在 所 设 的 情况 下 , [K ,大 ?是 一 个 子 域 , 故 = [K", K""], 即 
(Er 天 /Mo 7) 是 KK 与 K' 的 一 个 合成 , 故 ( 让 成 立 ， 

现在 来 证 (iii)， 设 至,，M 是 KC9rK' 的 两 个 极 大 理想 , 由 它 
们 给 出 的 合成 分 别 是 (L, oa, 要 和 (了 o', *)、 又 设 L~>L, 其 间 
的 - 辣 构 8 满足 of =0s, v=7s. 

如 果 之 wrw;E 导 , 按 所 设 , 有 wtwrf 一 0, 故 又 有 


0= (DW) = uw = Bur, 


(5.7 .3) 
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妇 WEM'， 从 末 1 的 极 大 性 即 得 开 :- M'， 这 证 明了 从 (也 ，c， 7) 
(Lo, 7 ) 可 以 得 到 =M 7 

其 次 , 设 (L, o', 5) 是 区 与 区 ' 按 任何 方式 所 作出 的 一 个 也 
上 的 合成 ， 映射 于 ww > 了 W287 是 从 KBpK' 到 二 的 一 个 了 - 
同 态 . 在 所 设 的 前 提 下 , 这 个 映射 是 满 射 的 . 它 的 核 1 是 KK@rK 
的 一 个 极 大 理想 ,从 而 得 出 KrK'/MM 与 也 间 的 一 个 同 构 

sy Suwvit+Mi> SY uw 

换言之 ,也 等 价 于 由 张 最 积 所 给 出 的 合成 ,这 证 明了 (iii). 

最 后 , 在 所 设 的 前 提 下 , K@rK' 是 及 ' 上 的 有 限 维 代数 ， 因 
此 ， 它 只 能 有 有 限 多 个 极 大 理想 ( 见 $ 6.6 的 引 理 3)， 从 而 玉 与 
K' 在 上 只 能 有 有 限 多 个 不 等 价 荡 合成. 和 


以 下 我 们 就 域 的 各 种 不 同情 形 来 考虑 张 量 积 CyK'。， 首 先 
设 开 / 忆 是 有 限 可 分 扩张 . 令 玉 一 下 (z)，me( 瑟 ) 是 人 的 极 小 多 项 
式 . 此 时 下 之 F[ 有 ]/(m( 驻 )). 于 是 

KrK'~K'[X1I/(m( TF)). 
车 m( 革 ) 在 KK 上 分 解 成 %w( 玉 )=pix( 及 )…pe( 玉 )， 从 4 的 可 分 
性 , 知 pi( 肝 ), …, Pek 及 ) 是 互 异 的 不 可 约 因 式 ， 因 此 KO@WrK' 只 
有 。 个 不 相同 的 极 大 理想 Mi 二 (p(X))/(m( 及 )), $=1,，…,，@，, 
从 而 KrK' 有 如 下 的 直 和 分 解 . : 
KFR ~LD'BL,, 

其 中 每 个 五 都 是 域 ， 而 且 了 五 = 天 COrEV/ Mi 从 这 小 事实 得 知 张 
量 积 及 xK' 可 以 有 零 因 子 ,但 没有 非 零 的 宕 零 元 . 

命题 2 设 玉 /了 是 可 分 代数 扩张 , KK' 是 至 上 任意 扩张 .于 
是 KCOrK' 不 含 非 零 的 竹 零 元 。 特 别 在 了 在 KK' 内 为 可 分 代数 
封闭 时 ,KrK' 是 个 域 . 

证 明 设 0FzE 开 GOr 天 7， 5 一 之 0 又 设 此 处 出 现 的 有 限 
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多 个 we， 在 下 中 生成 的 子 域 为 及 ， 于 是 s€E KiWrX', 但 
Kj/F 是 有 限 可 分 扩张 , 按 上 面 的 证 明 , z 不 是 轿 零 元 ， 今 考虑 包 
含 z 的 子 代 数 KirKR'. 由 于 Ky/F 是 有 限 可 分 扩张 ,可 设 Ki= 
F(w), m( 卫 ) 是 的 极 小 多 项 式 ， 据 上 面 的 证 明 , 有 
KWrK’~LD…DL.. 
但 在 命题 的 后 一 所 设 下 ,m( 卫 ) 在 区 ' 上 仍然 是 不 可 约 的 , 故 有 
6 一 工 ， 

即 KrK'~K'[X]/(m(T)) 
本 身 是 个 域 ， 这 证 明了 元 素 w#0 在 尺 :WrK'CKOrK' 中 有 六 
元 素 , 即 玉 6OrK' 是 个 域 ， 时 | 

其 次 来 考虑 有 一 个 域 在 上 为 纯 不 可 分 的 情形 . 设 玉 / 玉 是 
个 纯 不 可 分 扩张 ， 玉 /了 是 任意 扩张 对 于 KC@xK" 中 任 一 元 焊 
0#z= 了 wo 恒 有 2( 的 特征 ) 的 某 个 短 , 辟 如 yp', 使 得 

wr — Dur WV = 5 an, 

此 处 w 一 mE 了 ， 因 此 9 EKR'， 这 示 明 了 ww 在 KpKR' 中 或 考 
是 宪 零 元 ,或 者 有 逆 元 素 。 

命题 3 设 玉 /F 是 个 纯 不 可 分 扩张 ，K' 是 上 的 任意 域 ， 
或 者 ，K/ 了 为 任意 扩张 ， 了 在 尺 ' 内 为 可 分 代数 封闭 的 ， 于 是 ， 
KO@rK' 的 每 个 元 素 或 者 是 寡 零 的 , 或 者 有 逆 元 素 . 

证 明 ”只 需 证 明 命题 的 后 一 部 分 . 设 召 是 及 /中 最 大 的 可 
分 子 域 , 于 是 KG@rK' 的 子 代数 BGCOrK' 在 所 设 的 情形 下 成 一 个 
域 , 记 作 “ 召 K'。 由 尺 中 关于 召 的 线性 无 关 组 {wi}, 以 及 如 中 关 
于 了 的 线性 无 关 组 {v1;, 给 出 天 在 已 上 的 线性 无 关 组 {427}i,; . 
作为 KOrK' 的 元 素 ， 它 们 在 玉 ' 上 也 是 线性 无 关 的 ， 由 此 可 知 
{e 关于 召开 ' 是 线性 无 关 的 ,这 示 明 了 在 KrK' 内 ,， 尺 与 
加 K' 关 于 如 是 线性 分 离 的 .因此 它 包含 一 个 与 及 zBK' 同 构 的 
子 代 数 ， 但 KC@pKK' 的 每 个 元 素 都 可 作为 BsBK' 中 的 元 素 ， 
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例如 


站 
省 之 OCT 2 € K 


了 
一 之 (全 quojt0bg) 。 


从 已 经 成 立 的 命题 前 一 部 分 , 即 知 结论 成 立 ， 和 

为 了 进一步 讨论 张 量 积 的 性 质 ,我 们 再 来 证 明 几 条 引 理 

引 理 1 设 4, B 是 五 上 的 代数 . 车 4€ 4 不 是 4 中 的 零 因 
村 , 则 它 也 不 能 是 469xB 中 的 零 因子 . 

证 明 设 有 4GCrB 中 元 素 之 wb， 使 得 


4( 之 20i) 一 S00) 2 一 0. 


不 妨 假定 ，B 中 的 这 组 元 素 {2j, 是 上 是 线性 无 关 的 ， 于 是 ， 
{5 让 在 4@rB 中 关于 4 也 是 线性 无 关 的 ， 即 oa 一 0 对 每 个 宇都 
成 立 ， 由 此 得 出 wu 一 0, 从 而 写 ali-0. 和 


引 理 2 设 4，B' 分 别 是 4，B 的 子 代 数 , 同时 4 的 非 夫 
元 都 不 是 4 的 零 因子 ，B’ 的 非 零 元 都 不 是 B 的 零 因 子 ， 于 是 
4'@rB' 的 非 零 因子 作为 4@sB 的 元 素 而 论 ,也 不 是 零 因子 
证 明 设 wE4@y1B' 在 4QnB' 中 不 是 零 因 子 ,但 有 


使 得 wy=0. 
令 2 一 >, Qi0,, 


其 中 a.€ 4，5E B， 从 {aj 中 取 关 于 4 为 线性 无 关 的 最 大 子 集 
fanjms 以 及 从 {让 ;中 取 关于 至 为 线性 无 关 的 最 大 子 集 {0,},. 按 
4 与 B' 都 是 整 环 ,因此 有 0#aE 4 OBE 使 得 


/ 7 / 
dd (人 一 了 之， WimUm, 6 0; > binvs, 
Hi Eg 


其 中 @,, E44', 25,EB'， 于 是 有 
JI68« 


wb'z=— 5) 之 (之 Cn (B.7.4) 
以 及 0 一 wa204 一 立 之 人 之 Cl Un ds. 
令 Wnn ='% nb nm， 这 是 49zB' 的 一 个 元 素 , 故 又 可 写 如 
Ynn = 人 FY Cmnpat phy, 

其 中 Cmrpg EE 了; {av}p，{0}4 分 别 是 4' 与 好 中 关于 五 的 线性 无 关 
组 . 按 {0,}, 在 B 上 的 线性 无 关 性 ,以 {4 上 与 它 相 乘 ,所 得 的 8 
中 元 素 组 {562.}ar 在 上 是 线性 无 关 的 .同样 ，4 中 的 元 素 组 
{arwnjom 在 FF 上 也 是 线性 无 关 的 ,再 根据 4 与 BB 在 了 上 的 线性 
分 离 性 , 469rB 中 的 乘积 gapbowmvn 所 成 的 元 素 组 {4pDyWmVn} p,mn 
在 上 是 线性 无 关 的 ,因此 ,由 

0=ab'w'g= 5 SS SY ommaa) bd! um 
应 得 出 每 个 Cnoza 一 人 0， 即 每 个 sm 一 0. 据 所 设 ， 2 在 4 GOrB 中 不 
是 零 因 子 , 故 又 有 
DS ainbin=0. 


以 此 代入 (5.7 .和 ,就 有 32 一 0， 已 知 w 关 0，4/ 是 整 环 , 按 引 更 
1, 它 在 4Gz 好 中 也 不 是 零 因子 , 故 有 %2=0， 再 从 8 基 0, 以 及 同 
样 的 理由 可 知 %=0， 这 就 证 明了 w 不 是 4%rB 中 的 零 因子 ， 量 
”命题 4 设 尺 /FF 是 可 分 扩张 ; KK'/ 了 为 任意 扩张 ,于 是 张 量 

积 CrK' 不 含 非 零 的 需 零 元 . 

证 明 由 于 KpK' 的 每 个 元 素 都 包含 在 某 个 子 代数 及 1607 
K' 之 内 ，Ki 是 眉 中 一 个 有 限 生成 的 子 域 ， 按 区 /了 的 可 分 性 ， 
KVZB 应 是 可 分 生成 的 .因此 ,不 妨 直 接 就 /FF 是 有 限 可 分 生成 
的 情形 来 讨论 ， 此 时 玉 / 了 有 可 分 超越 基 T= {fca，…，2. 

今 证 明 一 个 断言 : 在 @sK' 的 全 商 环 中 包含 一 个 子 代数 ,如 
果 不 计 同 构 , 它 就 是 @rcoyK'(T)， 首 先 , 作为 KrK' 的 子 代 
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数 ,五 [T] 与 及 ' 在 也 上 是 线性 分 离 的 ， 由 它们 生成 的 子 环 是 
EK’[T]=FIT]OrK.. 
由 于 人 是 玉 / 了 的 超越 其 ， 且 在 及 ' 上 也 是 代数 无 关 的 ， 所 以 
KK'[ 了 是 个 整 环 ， 按 引 理 2，K6OrK' 的 全 商 环 自然 包含 RK'(T). 
但 KK'(T) 一 方面 可 作为 环 8(T)K' 的 商 域 另 一 方面 又 包含 
F(T)@rKR'， 如果 把 尺 ， 天 (T)K' 都 作为 FT) 上 的 向 量 空间 ， 
从 玉 与 K' 在 上 的 线性 分 离 性 , 按 85.3 的 引 理 1, 可 知 区 与 
F(T)K' 在 了 F(T) 上 是 线性 分 离 的 ,因此 ,KrK' 的 全 商 环 内 有 
一 个 除 同 构 不 计 外 的 子 代 数 的 cryK'(T)， 后 者 包含 
Krm P(rK) ~KOrK.. 
最 后 , 按 命题 3,K@rryK'(T) 不 含 非 零 的 客 零 元 ,从 而 
K@rK' 也 没有 非 零 的 军 堆 元， 量 
为 了 把 结论 再 推进 一 步 ,我 们 再 列举 一 条 引 理 ， 
引 理 3 设 闷 在 羽 内 是 可 分 代数 封闭 的 (或 代数 封闭 的 ); 了 
是 尺 上 的 一 组 超越 元 ， 于 是 也 (了 ) 在 及 (T) 内 也 是 可 分 代数 封闭 
的 (或 代数 封闭 的 )， : 
证 明 不 失 一 般 性 , 设 了 是 个 有 限 组 ， 可 以 对 也 所 含 元 素 的 
个 数 使 用 归纳 法 ， 因 此 ， 只 需 就 一 个 超越 元 的 情形 来 证 明 ， 今 设 
z 是 玉 上 的 超越 元 、 : 
”。 设 yEK(w)\K 是 了 F(z) 上 的 一 个 可 分 代数 元 ,其 极 小 多 项 式 
为 "十 六 "十 … 十 ons， 其 中 oE8(w)， 对 yy 乘 以 素 [o] 中 一 全 
适当 的 元 素 后 , 可 使 得 其 极 小 多 项 式 的 系数 全 在 玉 [z] 内 , 我 们 不 
妨 假定 y 具有 此 一 性质. 
假 阁 y=f(2)/g(w), 其 中 了 (w), g(%) EK[w], 并 且 是 两 个 互 
素 的 多 项 式 ， 以 此 代入 y 的 极 小 多 项 式 ,可 得 
f= of gg, + (5.7.5) 
如 果 9g=9(c) 生 及， 则 有 不 可 约 因 式 p(z). 从 (5.7.5). 知 
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p(w)1(f(2))", 因 此 pCz)1f(w), 而 与 (2z), g(%) 互 素 的 所 设 相 矛 
盾 , 因此 有 y(z)E 五 , 即 VYE 天 [7]. 
现在 来 看 映射 z 
下 PaErF 
usu, ER. 
它 给 出 一 个 从 天 [zj 到 上 的 到 - 同 态 . 令 
4 一 VC) =uUot Uv”, uiEKkK., 
任 取 mEF8B, 代 入 y(%) 得 y(@) = 二 wo 十 WG 十 … 十 wma”, 它 满足 
(Gy(@g))"+Toa(a) (Ca)) 十 十 mo) 一 0 (5.7.6) 
由 于 uk) EF, 只 要 到 适当 的 4， 可 使 w=y(8) 一 2 十 ?十 … 十 
umn@” 是 信 上 的 可 分 代数 元 ， 现 在 设 思 中 有 足够 多 的 元 素 ， 当 侈 
取 不 同 的 ca，… ， m4i 时 ， 可 使 得 
Wi = Wot UG na 


Wa = Wo Vga Uno 


(5.7.7) 


年 旬 和 人 


Wm+i—= Uo Umti 二 二 Um tl 


都 是 上 的 可 分 代数 元 (5.7.7) 右 边 的 行列 式 


1 wl 过 由 只 a 
1 wn oa 
2 
#*0 
1 m+t41 Gm+l 


故 uo, wz,，…， um 都 是 关于 也 的 可 分 代数 元 ， 按 所 设 ,它们 都 属于 
.这 证 明了 y=y(w) EP(z). z 
如 果 了 是 有 限 域 , 且 无 足够 多 的 元 素 ， 则 一 的 特征 pz#0. 此 
时 可 在 天 上 上 作 某 个 环 ? 一 下 的 分 列 域 Ki 又 以 本 表 KK1 
万 的 代数 元 所 成 的 子 域 ， 可 以 要 求 在 Fi 中 有 足够 的 元 素 使 得 
上 的 论证 得 以 进行 ， 显 然 ，F; 在 1 中 是 可 分 代数 封闭 的 . 
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(5.7.7) 所 给 出 的 wr，…， tomr1( 此 时 wE 克 关于 六 是 可 分 代数 
元 ,从 而 关于 也 也 是 可 分 代数 元 ,但 如, …; un 是 下 的 元 素 , 由 
此 又 导 至 丸 E 万 ,这 就 证 明了 y=y(z)EF(2). 上 
命题 5 设 帮 /万 下 汪 意 扩张 ， 尺 在 下 内 是 可 分 代数 封闭 
的 。 于 是 张 量 积 KzK' 的 零 因 子 只 能 是 寡 零 元 ， 
证 明 设 人 是 玉 关 于 .的 超越 基 ”在 张 量 积 KK@zK' 中 
了 关于 K' 也 是 超越 的 。 从 命题 4 的 证 明 过 程 得 知 ，K'(T) 是 
F(T)K' 的 商 域 ,并 且 
KOOrK’ Kr PDR) EOP TK’ 
所 六 OP 天 (DT). 
据 所 设 , 五 在 玉 ' 内 是 可 分 代数 封闭 的 ， 故 由 引 理 3 和 命题 3 即 得 
结论 . | : 
如 果 玉 或 者 及 ' 是 五 上 的 正则 扩张 ， 则 由 定理 5.5, 结合 
节 的 命题 4, 5, 可 得 以 下 的 
推论 1 若 玉 /是 正则 扩张 ， 则 对 于 任意 域 玉 ， 张 量 积 
KrK' 总 是 整 环 . 
由 于 代数 闭 域 上 的 任何 扩张 都 是 正则 的 , 故 又 有 
推论 2 车 请 是 代数 闭 域 ， 则 对 于 任何 与 XK'， 张 量 积 
K@rK' 总 是 整 环 ， 必 


$5.8 曾 维 数 与 条 件 Ci 


设 纪 是 实数 ， 又 设 用; 是 域 了 上 由 满足 以 下 二 条 件 的 方程 组 
所 成 的 集 : 
(1) 组 中 每 个 方程 都 无 常量 项 
(2) 在 方程 的 个 数 m, 每 个 方程 的 次 数 dj(9=1，…, mm), 与 
9。 


n> 六 

我 们 称 双 , 在 五 中 有 非 平凡 解 ， 如 果 NM, 中 的 每 个 方程 组 在 
五 中 有 异 于 (0, …, 0) 的 公共 解 . / 

定义 5.5 设 人 ;如 上 ， 对 所 有 使 得 ;在 五 中 有 非 平凡 和 解 
的 实数 所 咸 的 集 4 好， 称 它 的 下 确 界 inf{ 外 ;为 域 了 的 曾 维 数 ， 
记 作 Zs(F). 

由 于 方程 及 ?=0 在 任何 域 中 都 只 有 平凡 解 , 所 以 对 于 任何 域 
,总 有 Te( 了 了 ) 之 0， 又 对 于 实 域 ,不 论 % 取 任何 自然 数 %, 方程 
四 ?十 … 十 及 2=0 在 其 中 也 只 能 有 平凡 解 ,这 表明 了 Ts) 可 以 不 
是 有 限 数 ， 以 下 将 证 明 ,对 于 任何 自然 数 或 0,， 必 有 曾 维 数 为 5 
或 0 的 域 存在 ， 现 在 先 来 讨论 曾 维 数 为 0 的 情形 . 

命题 1 域 下 成 为 代数 闭 域 的 必要 充分 条 件 是 Zes(Z)=0， 

证 明 设 TF) 0, 又 设 


Co" 十 WI 证 "1 十 -… 十 ,=0， dom 0 (5b.8.1) 
是 上任 一 方程 作 二 元 齐 次 方程 
Qo "tm + "0. (5.8.1’) 


它 显然 适合 前 面 所 列 的 条 件 (1)，(2) ， 按 所 设 ， 它 在 万 中 有 和 解 
(zo, yo) 产 (0, 0)， 由 go#0， 有 go 天 0, 从 而 zo 关 0， 此 时 zo/yo 就 
”是 方程 (5.8. 了 ) 在 五 中 的 解 ,因此 ,万 是 代数 闭 域 

和 欲 证 明 必要 性 , 需要 引述 一 条 古典 结论 : 设 是 个 代数 闭 域 ， 
记 =f==… 一 fm=0 是 也 上 合 % 个 未 知 元 的 方程 组 ， 当 ww>m 时 ， 
如 果 i=… 一 fm=0 在 五 中 有 人 解 , 则 它 在 中 有 无 限 多 解 . 

从 这 个 结论 得 知 ,对 于 满足 条 件 (了 D 的 方程 组 ,， 当 mw<n 时 ,在 
中 有 非 平凡 解 ， 因 此 ,Ts(F) 入 0 从 而 有 Ts(F)=0. 
”或 在 来 看 域 扩张 对 曾 维 数 所 起 的 影响 ， 首 先 考虑 代数 扩张 的 
情形 ， 今 有 
IO。 


”定理 5.%[ 设 态 的 曾 维 数 为 改 尼 是 丸 上 的 有 限 扩张 .于 是 有 
T's(K) 委 2. 
证 明 设 [K:F]=7; {wi, …， ww} 是 /的 一 个 基 ， 任 取 
KK 上 上 含 未 馈 元 了 1, ….， 汪 " 的 一 个 万 程 组 
fi=0,……, fm=0, (5.8.2) 
并 要 家 清和 人 (2)， 今 证 明 (5.8.2) 在 区 
中 有 有 非 平凡 解 ， 令 
及 bp 二 慑 pi001 十 … 十 民 p201， 大 一 十， 
此 处 下 ja 有 一 个 1 一 二 DR 于 是 
fy=fiu0it t+ Ti, 9=1, 
其 中 fy 一 fn( 人 1 “…”) Xi 3 逢 1 “ 太 ,,) 是 系 教 到 F Wi 
式 . 若 方 的 次 数 为 内 易 知 ff … 的 次 数 包 同样 大 


n> 总 ， 
知 有 
mr> Drd. 
按 所 设 (了 ) 一 各 故 方 程 组 : 
: fx=0, I=1,*…, m;t=1, 7 


在 也 中 有 非 平凡 解 从 而 原 方程 组 (5.8. 3) 在 攻 中 有 非 平 凡 解 ， 
这 证 明了 2s( 开 ) 委 2 四 
定理 结论 中 的 不 等 号 是 可 能 出 现 的 ， 例如， 就 和 来 看 ， 
此 时 [C: 了 及 ] =2. 我 们 已 经 知道 Ts(0) 一 0， 而 8(BR) 不 是 一 个 有 
限 数 , 即 Ts(C) <Ts(B). 
z 其 次 米 考 说 扩张 为 有 限 生成 的 情形 
定理 5.8 设 的 曾 维 数 了 Ta( 了 了 )=% 大 是 了 上 的 一 个 有 限 
生成 的 扩张 , 其 超越 次 数 为 s， 于 是 有 Ts(K)<<i-ts. 
证 明 对 超越 次 数 使 用 归纳 法 ， 因 此 只 需 就 = 进行 证 耻 ， 
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又 据 定 理 5.7 的 结论 ,不 妨 设 玉 是 如 上 的 单 超越 扩张 了 (2w). 

设 户 一 … 一 /mm=0 是 玉 上 含 未 知 元 全 1,…, 节 ，, 的 任 一 方程 
组 , 方 的 次 数 为 gd(07= 工  …， m); 并 且 满足 

n> Qt. 
不 失 一 般 性 , 役 有 Eo] [1，…， 对 可 ，j 一 1，…，m， 与 定理 
5.7 的 证 明 一 样 ， 现 在 引进 新 的 未 知 元 习 w,，(k==1,…, % 1=0， 
1,…, 6), 使 得 
有 bp 一 及 wo 十 屋 pw 十 … 十 及， 一，……， (5.8.3) 
其 中 。 是 个 待定 的 自然 数 ， 于 是 
fs=fiot fvt tf ar ts, )=1, ,DL 
其 中 Jr=Jz( 了 io …， 素 o， …， 辫 。) 为 系数 取 自 也 的 多 项 式 ;mi 
是 广 的 系数 中 含 > 的 最 高 次 数 ，.jo， fn，…, fiaorry 的 次 数 都 
是 册 , 而 且 都 不 含 常量 项 ， 由 于 n> 已 去 +1， 故 可 取 适 当 的 自然 数 
2, 使 得 有 
CD> Giti0) >Snt 1)d—n 
成 立 ， 从 上 式 可 得 
netl)>Bdetrtl). 


按 所 设 Te(P) ~- 因此 方程 组 
f= =fiaptr—0 (fF—1, *, m) 
满足 本 节 开 始 所 设 的 条 件 (1)，(2)， 从 而 在 了 中 有 非 平凡 解 ， 由 
此 得 知 原 设 的 方程 组 z 
f= =fn=0 

在 玉 中 有 韭 平凡 解 ， 这 就 证 明了 TKR)<6+1， 和 

从 这 个 定理 得 知 ， 在 代数 闭 域 上 的 单元 函数 域 ， 它 的 曾 维 数 
» 172。 


<1. 为 了 进一步 证 明 它 的 曾 维 数 恰 等 于 1; 并 且 由 此 证 明 对 于 任 
何 正 整数 总 有 曾 维 数 为 i 的 域 存在 .我 们 再 引进 一 个 辅助 的 概 
” 设 B 是 域 万 上 舍 n 个 未 知 元 的 一 个 4 次 齐 次 式 , 如果 n==a; 
并 且 5=0 在 中 只 有 平凡 解 , 则 称 B 是 了 上 的 一 个 站 级 d 次 范 
型 ， 特 别 在 4= 工 时 ,简称 q% 次 范 型 . 

引 理 1 车 也 不 是 代数 闭 域 , 则 了 上 存在 范 型 . 

证 明 设 尺 是 了 的 一 个 有 限 扩 张 ， [KK:F1=m>>1. 不 失 一 
般 性 ,可 以 设 K/F 是 正规 扩张 ， 其 自 同 构 群 为 G9= Aut(K/F); 
又 令 [K :Fimw=e， 若 {04,，…, Wi} 是 下 /了 的 一 个 基 , 则 

DX, ,I = Tit) (58.8.4) 


是 一 个 % 次 齐 次 式 、， 今 证 明 BCX1,…， 驻 ,) 是 了 的 一 个 % 次 范 
型 ,换言之 ,$=0 在 也 中 只 有 平凡 解 。 假 车 不 然 , 设 有 (0, …, 0) 
关 (Q1…， 0m) E81" 是 下 =0 的 一 个 解 , 则 对 某 个 0, 有 
CH 十 -十 Cox 一 : 0 
从 而 得 到 Cd 二 十 Go 一 0 
这 与 {wr,…, Ww} 是 /了 的 基 相 矛盾 . 
由 这 个 引 理 得 知 , 当 卫 不 为 代数 闭 域 时 , 其 曾 维 数 不 能 <1. 
结合 引 理 前 面 所 指出 的 事实 , 即 有 
推论 ”代数 闭 域 上 的 单元 函数 域 其 曾 维 数 为 十 . | 
今后 还 要 证 明 ， 有 限 域 的 曾 维 数 也 等 于 1.， 从 引 理 还 认识 到 
一 个 事实 , 就 是 在 区 间 [0, 之 内 , 能 作为 域 的 曾 维 数 的 实数 只 有 
0 与 1， 以 下 ， 我 们 将 对 任何 自然 数 5>>1， 来 作出 曾 维 数 为 i 的 
域 ， 首 先 有 
- 引 理 & 设 F(z) 是 了 上 的 单 超越 扩张 . 若 了 上 有 % 级 的 范 
型 , 则 五 (w) 上 必 有 有 5+ 级 的 范 型 ,此 处 % 是 正 整 数 ， 
。 TI。 


证 明 设 画 (和 ，…, 了 ,) 是 了 上 的 一 个 级 4d 次 范 型 ，n 一 
不 ， 作 
GD* =B(Ro, ,Rn) BR 二 
+B( 民 1 (5.8.5) 
其 中 总 w 是 nd 个 新 的 未 知 元 ， 今 证 明 B* 是 了 (w) 上 的 一 个 +1 
级 4 次 范 型 车 人 "0 在 卫 (w) 中 有 非 平 凡 解 
(Wo1, “0 Won “°°, Wa-1i, ““'*, Ug-1n), 
按 (5.8.5), 应 有 
PD (tuo0t, 
由 于 多 是 上 的 范 型 , 故 有 
uy 二 0 (modz), j=1, ,nn. 
由 此 可 得 下 (和 站 op 下 mw) 一 2 路 ( 芝 0). 
以 此 代入 (5.8.5), 即 得 / 
Du,“ Wn) =0 (mod2z). 
于 是 又 得 到 wy 二 0 (modz). 这 样 继续 下 去 ,得 知 
uwji=0 (modz) 
对 8 =0， …, qd 一 1;9 一 41,，…, mn 都 成 立 ， 重 复 以 上 的 过 程 , 则 将 避 
致 每 个 wr; 都 可 被 2? 的 任意 次 里 所 整除 。 这 只 有 在 每 个 ww 一 0 时 
才能 成 立 , 子 盾 .和 
根据 这 个 引 理 ,如 果 也 是 Ts《F) =1 的 域 ,由 引 理 1 它 有 范 型 
.存在 ,从 而 上 的 单 超越 扩张 玉 就 有 二 级 范 型 .因此 ， 
TelK )>2. 
另 一 方面 ， 定 理 5.8 指出 ,Ts(K)<2. 因此 Ts(KK)=2.， 再 按 明 
纳 步 又 可知 对 于 每 个 自然 数 包 总 有 曾 维 数 为 4 的 域 仓 在 . 


won) 三 0 (moic)。 


2 


以 下 我 们 再 来 介绍 一 个 与 曾 维 数 十 分 接近 的 概念 ， 它 是 
9S. Lang 于 五 十 年 代 初 独立 提出 的 ， 我 们 并 对 二 者 间 的 关系 作 一 
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些 讨论 . 
定义 5.6 设 纪 是 个 实数 . 若 对 于 域 了 上 任何 一 个 齐 次 式 了 
当 它 所 含 未 知 元 的 个 数 % 满 足 
n> 
时 ， 其 中 4=deg j，f=0 在 了 中 有 非 平 几 解 ， 就 称 卫 满足 条 件 
C,, 或 者 称 了 是 个 C, 域 , 有 时 也 写作 了 EO;， 又 如 果 对 于 忆 上 任 
何 一 个 无 常量 项 的 多 项 式 f， 当 n> 时 ， 一 0 在 五 中 有 非 平凡 
解 , 则 称 P 满足 条 件 C1, 或 者 ,了 是 个 C! 域 ; PEOl.。 
条 件 0; 显然 强 于 O， 要 对 O 添加 什么 条 件 才能 得 到 01, 目 
前 尚 不 清楚 ， 当 了 E01; i<5 时 ,显然 有 也 EO;， 我 们 定义 
DF)=inf{s|F EO,}, 
并 且 称 它 为 五 的 Diophantus 维 数 . 
与 人 Ts( 术 ) 的 情形 一 样 ，D,(F) 也 总 是 非 负 的 实数 ， 从 定义 即 
知 Ts() 之 D,(F)、 在 给 出 二 者 的 关系 之 前 , 先 证 明 以 下 的 
命题 2%( 曾 -Lang- 永 田 ) 设 EO,; 又 设 太 …, 万 是 三 上 
含 % 个 未 知 元 ,无 常量 项 的 4d 次 多 项 式 ， 着 n>mdi, 则 
fi=fs=**…=fn=0 
在 五 中 有 非 平凡 解 ， z z 
证 明 “=0 时 , 据 命题 荆 了 是 个 代数 闭 域 ， 再 根据 在 命题 1 
的 证 明 中 所 引述 的 古典 结论 ， 即 知 结论 成 立 ， 现 在 设 >>0， 为 证 
明 计 , 首 先 对 引 理 1 的 结论 稍 作 改进 , 即 对 于 非 代 数 闭 域 了 ,必然 
有 次 数 充 分 大 的 范 型 存在 ， 因 为 ,车 多 是 也 上 一 个 d 次 范 型 , 令 
由 = 到 (到 | 到 | IV) 
VV DWP VD... i 罗 ) 


其 中 每 划一 杠 就 以 新 的 未 知 元 代入 , 则 多” 是 个 到 次 的 范 型 ; yr) 
是 @i 次 的 范 型 ， 今 了 芭 尺 上 一 个 天 次 范 型 5, 又 设 k>m， 作 
TOO。 


GW Bf fa)fy, 天 下 10 1) 
et “""y fm (fa, 四 fm [9, …) (5.8..) 
其 中 每 划一 杠 就 表示 以 新 的 未 知 元 代入 ， 当 最 后 剩 下 的 未 知 元 个 
数 不 足 mr 时 , 则 以 0 代 之 . 
从 以 上 的 作法 得 知 , 8 的 次 数 是 加 一 dk; 所 含 未 知 元 个 数 为 


! k 
ol 
此 处 [a 表示 不 超过 正 数 o 的 最 大 正 整 数 . BD 的 次 数 是 
krri= dks = A 1k; 


no 于 |. z 
如 果 能 证 明 对 于 某 个 自然 数 7, 有 her> ty 则 按 条 件 CO ,方程 
Brt1) 一 0 
在 中 有 非 平凡 解 ， 从 而 多 =0 在 中 有 非 平 凡 解 ， 但 多 是 个 
范 型 , 故 


所 含 未 知 元 的 个 数 是 


f= =fn=0 
在 环 中 有 非 平 及 解 . 因此 , 问题 演变 成 为 对 于 充分 大 的 正 整 数 7， 
证 明 有 不 等 式 m%yi 之 及 411 成立， 这 可 以 通过 如 下 的 演算 获得 , 


Wri [n/m] "or 2 .如 0<< 志 一 和 


一 一 一 一 -rr 


7 kia mo KE ma kid’ 
> : 
mo kk moa’ pid 
~ 壤 )( 守 -7 - 寺 -8 
mdi pis pa') ”+ ma 好 (GD7 


[ 


>( 论 7 (人 和) -到 i 全 


TI26 。 


人 的 
-各 的 主 #6 周记 


md hi hb m Ca) (2)-1 
nN 
-( n ) kt mn 1 mn — mm") 
me) EE mdi mr (nm) 
=- ) [一 上 mm % m 


Em nm 


(Cn) 7) 


~ (二 kt ee) 
md k’ b' (no— Im) 
J mn 
下 (da) kig(n—m) 
fn YT Ko mm) mm ) 
md Ei(n— mm) 


+ am 
(qd)™ kid(n—m)’ 
按 所 设 ,n>>md', 故 (wm/man) "tl -> co, 当 r 一 co， 又 对 于 适当 选择 
的 友 可 以 使 得 (一 加 一 mm) 一 m*>0， 因 此 上 式 的 第 一 项 一 00. 
至 于 第 二 项 ， 当 7 -> co 时 , 从 正 的 一 方 >0， 这 证 明了 当 7 取 适 
当 大 的 正 整数 时 , 可 以 使 得 wsa/ 及 io>1 故 命题 成 立 ， 是 
使 用 这 个 命题 , 可 以 证 得 在 一 定 的 所 设 下 , DsCF) 与 Ts( 交 ) 相 
等 的 一 个 结论 ; 
命题 3( 曾 -Lang) 设 D,(F) 一 6% 是 个 正 整数 .车 对 于 每 
个 正 整 数 s, 上 都 有 5 级 的 :次 范 型 , 则 有 Za( 一 i 
证 明 设 广 =…=fm=0 是 了 上 任何 一 组 合 % 个 未 知 元 的 无 


常量 方程 组 , 其 中 deg 户 一 gi j 一 1，…，m， 今 证 明 , 当 n> 忆 三 
时 ,f=…=fm 一 0 在 也 中 有 非 平凡 的 解 ， 令 
,127 ， 


d=didn, 
di=d/d;, j=1, ,mm. 
设 人 BD( 玉 1 于 5)，j 一 1，…，m 是 了 上 的 一 组 i 级 铀 次 
范 型 ， 今 据 此 作出 以 下 的 方程 组 : 
Bi fl | fi) =0, 于 ( 方 | 一 0 1%, Bfil fi) =0 
~ Bs falii | fs)=0, Boalfal | fa)=0,., Ba fal:%| fa)=0 
ns (5B.8.7) 
Bn jn] fm) =0,%, Bn fn) | fn) =—0 
其 中 第 一 列 的 方程 个 数 是 吃 第 二 列 的 个 数 是 唤 … 最 后 一 列 的 
个 数 是 叱 ， 故 (5.8.7) 所 含 方程 数 为 鼻 十 … 十 软 ， 在 第 一 列 的 每 
个 方程 中 ,每 划一 杠 即 以 新 的 未 知 元 代入 ; 同时 ,每 个 方程 所 代入 
的 未 知 元 都 不 相同 ， 对 于 以 下 每 个 列 也 都 作 同 样 的 处 理 ， 但 代入 
其 中 的 新 未 知 元 应 与 代入 第 一 列 的 相同 ， 因 此 ,方程 组 (5.8.7) 所 
含 未 知 元 的 个 数 是 m3); =ndi， 又 在 任何 一 列 中 ,每 个 方程 都 是 次 
数 为 6d 一 d 的 无 常量 项 的 方程 ， 由 所 设 n> 怠 丰 , 知 
mE> (本 十 … 十 四 性. 
按 命 题 3，(5.8.7) 在 丈 中 有 非 平凡 解 ， 但 5)( 下 1,…， 玉 忆 ) 都 是 
范 型 ,因此 得 知 i=… 一 fm=0 在 五 中 有 非 平 凡 解 ， 这 证 明了 
Ts(F)Ei= DP). 
因此 即 有 Ts(F)=Ds(F)=i. 目 
为 了 得 出 有 限 域 的 曾 维 数 ,我 们 还 需要 一 条 引 理 ， 
引 理 3(Warning) 设 万 是 个 有 限 域 ， 又 设 f 是 万 上 一 个 
n 元 的 次 多 项 式 ， 今 以 (了 ) 记 方程 1=0 在 了 了 中 的 相 异 解 的 
个 数 ， 车 n>d, 则 有 
N(f)=0 (modp), 
其 中 p 大 0 是 也 的 特征 ， 
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证 明 设 | 刀 |=9， 又 以 让 马 ) 记 帮 瑟 ，…， 交 9， 对 于 每 一 
组 元 素 (z) 一 (2a， ”“""*) wn) EF 恒 有 
-i /1 车 f(z)=0 
1 (GD 其他 
令 (z) 遍 取 Fm 中 所 有 的 nn 元 对 ,然后 相 加 ,得 


万 -= B,D DY = 一 Bf), 
此 处 六 (了 ) 是 把 入 (了 ) 作 为 了 的 元 素 , 然 后 取 入 (f)modp, 因此 ， 
只 需 证 明 , 当 n>a 时 ,有 | 


了 (Ff (2)) =0. (5.8.8) 


(TYEF 0 


首先 , (f (下 ))"! 的 次 数 为 a(q 一 1)， 它 又 是 形式 如 
( 正 )* 一 及 
的 单项 式 在 玉 上 的 线性 组 合 ， 但 
zm) DB. (6.8.9) 
由 于 n>d, 所 以 至 少 有 一 个 不 被 9 一 1 除 尽 ,现在 设 g 一 ltwi= 


.于 是 p:zh>o 是 的 一 个 非 平凡 的 自 同 构 . 兰 对 于 某 个 4E€8F， 


有 p94) 关 1, 则 由 
之 p(z) 一 之 pl(ar) = op(@) 名 pz) 
即 得 之 ,oO 一 0. 


从 而 (5.8.9) 的 右边 为 0, 由 此 又 导 至 (5.8.8)， 中 

根据 这 个 引 理 ,在 了 无 常量 项 时 ,方程 ~ 0 必 有 非 平凡 解 ,这 
就 证 明了 

推论 有 限 域 也 满足 Ol. 量 

按 引 理工 有 限 域 上 存在 范 型 ， 又 因为 对 于 每 个 正 整 数 %， 有 
限 域 也 总 有 次 扩张 ， 从 而 了 上 有 nn 次 范 型 ， 根 据 命题 3 的 证 
明 ,可 知 Ts(F)<1， 又 由 于 [0, 和 间 只 有 0 与 1 才能 作为 域 的 曾 
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维 数 , 这 就 证 明了 可 
命题 4(Chevaley) 对 于 有 限 域 PP, 有 Ts(F)=1. | 
这 个 命题 结合 引 理 2 后面 所 提 到 的 囊 实 ， 即 知 有 限 域 上 的 单 
超越 扩张 其 曾 维 数 为 2. 在 第 六 全 的 36.9, 我 们 还 会 用 到 这 个 结 
论 ， / 


习 题 


1. 设 吕 是 代数 闭 域 ， 吕 包含 域 玉 。 又 设立 是 中 间 域 尽 与 总 间 的 一 个 
F- 同 构 。 车 tz. deg /< oo, 试 证 7 可 以 拓展 成 8 的 一 个 下 - 自 同 构 . 
2. 设 强 如上, 若 好 .deg42/5<c 则 4 的 每 个 天 -~- 自 司 态 都 是 大- 目 同 
构 . 
3. 在 第 一 题 中 , 若 红 .deg 尽 / 五 牛 co, 试 举 反例 示 明 该 题 的 结论 不 成 立 . 
4. 令 正 一 5 GZ 9)， 其 中 超越 元 w， 隐 满 足 头 各 上 - 
T+ty =1, 
试 证 /FF 是 个 单 超越 扩张 . 
5. 下 /F 成 为 可 分 扩张 , 当 生 仅 当 不 与 fF?"* 在 上 是 线性 分 离 的 ， 此 
处 天 2 指 扩 域 L Fr?"*( 在 FF 的 某 个 代数 闭 包 琅 之 内 )， 
6. 证 明 Fr™ 是 在 他 内 包含 下 的 最 小 完备 域 . 
7. 设 环 的 特征 为 类 0; 下 二 也 (%, 切 , 其 中 zy 满足 关系 
vw?+ay=1l: br+y?=1, 
a, bEF,， 车 ab 半 0, 则 及 /FF 是 可 分 代数 扩张 . 
8. 设 {tz1， ”7 Tn} 是 在 的 某 个 扩 域 中 的 一 组 元 素 ， 若 有 多 项 1 式 万， 
“ny fnEFLXI, ""*y 入"]， 使 得 f(z ”5 Tx») 一 0， 7 一 二， ,2 以 及 
本 
则 三 (zt Zr) /FF 是 可 分 代数 扩张 反之 ; 若 了 (Wi, … ,Xn)/F 是 可 分 代数 
扩张 ， = “""y JE [At ”yy 入 1, 使 得 方 (xi， "yy zn,) =0, j=1 “1 
ee 六 0. 
. 设 也 的 特征 为 2，z, Yy 是 PEt— 个 超越 元 ， 满 足 有 22=ayp 上 5， 其 中 
a, se pp 证 明 F(z, Y)/F 不 是 可 分 生成 的 。 
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10. 设 玉 /的 特征 为 p 尖 0。 称 玉 中 子 集 8 为 及/ 的 一 个 p 基 ,如 果 
它 满足 

(1) K=F(K?)(S); 

《2) 对 于 5S 的 任何 真子 集 S', KK 关 F(EK?) (8 )。 
试 证 明 , 当 8 是 /Ff 的 一 个 jp- 基 时 ， 对 于 每 个 2€5， 存在 一 个 DE Dri 
使 得 对 任何 yES, 皆 有 

DY = dy. 

11. 若 S 是 K/F 的 一 个 p- 基 ; K/F 是 有 限 生 成 的 ， 则 有 131= 

dim Bx/s. 


12， 对 于 有 限 域 ,证明 Ds(F)=1, | 
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第 六 章 赋值 


”从 本 章 起 ,我 们 将 讨论 域 的 一 些 非 代数 性 质 ， 首 先 要 介绍 的 ， 
是 域 的 赋值 和 绝对 值 . 如 所 周知 , 实数 域 及 除了 代数 结构 外 ,还 具 
有 由 通常 的 绝对 值 所 规定 的 一 种 度量 ， 在 这 一 度量 下 , BR 成 一 个 
完全 域 ， 另 一 方面 ,p- 进 数 域 @,( 见 $6.9), 也 同样 可 以 作为 某 种 
度量 下 的 完全 域 .对 这 两 种 域 作 统一 的 处 理 , 正 是 赋值 理论 发 展 的 
一 个 主要 推动 力 。 从 历史 上 看 ,除了 来 自 数 论 的 原因 外 ,赋值 这 个 
概念 还 可 以 从 Dedekind 和 Weber 的 代数 函数 论 中 找到 它 的 根 
源 , 那 就 是 函数 域 的 位 。 我 们 将 会 见 到 (8 6.4), 域 的 赋值 和 位 是 
两 个 紧密 相关 的 概念 ， 赋值 论 方面 的 第 一 篇 论文 是 J 了 . Kiirsohak 
于 1913 年 发 表 的 , 他 所 定义 的 赋值 现在 通称 作 绝 对 值 , 而 所 请 赋 
值 , 则 是 指 W. Krull 在 1932 年 所 作 的 推广 ， 


$6.1 绝 对 值 ” 


设 | 是 从 域 了 到 BE 的 一 个 喘 射 .如果 | | 满足 以 下 诸 条 件 . 
(1) 对 于 每 个 a€ ,人 恒 有 |g4| 之 0; 而 且 ，|e| =0， 当 且 仅 当 


. = 0. + 


(3) [co 一 | cl {2); 

(8) e+ 引入 cj 十 
我 们 就 称 | | 是 了 的 一 个 绝对 值 ,有 时 用 (F, | |) 来 表示 域 了 和 
具有 的 绝对 值 | |, 从 条 件 ( 了 DD);(2), 立 即 有 | 土 1|=14, | 土 4| =|al, 


”符号 | |, 我 们 也 用 来 表示 和 集 的 基数 .此 处 又 将 用 来 表示 绝对 值 ， 由 于 涉及 的 
对 象 不 同 , 将 不 致 引起 误解 . 
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以 及 1a-!|==1/1e|， 对 于 任何 的 域 ,如 果 对 每 个 4 天 0， 都 规定 
lal =1, 以 及 10| 0, 显然 它 满足 以 上 诸 条 件 ， 我 们 称 它 是 也 的 
一 个 平凡 绝对 值 ， 对 于 元 素数 是 g 的 有 限 域 了, 它 只 能 有 平凡 的 
绝对 值 . 因 若 |a| >1, 则 由 ao"?=1 可 得 1=|1|=|el*!1>1, 矛 
盾 ， 对 于 常见 的 域 @，R 和 C， 通 常 意义 下 的 绝对 值 显 然 都 满足 
以 上 的 条 件 , 而 且 都 是 非 平凡 的 ， 但 对 于 有 再 数 域 Q, 还 可 以 用 另 
一 种 方式 来 规定 它 的 一 个 绝对 值 . 令 2 是- 个 妈 定 的 素数 ， 每 个 
有 理 数 wa 坟 0 都 可 以 表 如 形式 4=p”**0/e 其 中 “Q) 是 到 数 ;5 和 
c 都 是 与 2 互 素 的 整数 ， 今 规定 : 
- [e™ 当 0#6=p' ub/e 
”lo 当 0=a 
其 中 p 是 实数 , 0<p<1' 易 知 | 1; 是 Q@ 的 一 个 绝对 值 , 它 又 称 作 
Q 的 p- 进 赋值 ， 后 一 称谓 的 意义 在 下 文中 将 可 虹 几 ,在 验证 | |， 
满足 条 件 (3) 时 ， 我 们 发 现 它 实际 上 满足 一 个 强 于 (3) 的 不 等 式 ， 
(38) latb|l<max{|wo|, |5|}. 
我 们 称 (3) 为 三 角 不 等 式 ，(3) 为 强 三 角 不 等 式 . 恨 据 这 -事实 
绝对 值 可 分 成 两 类 ; 满足 条 件 ( 了 D，(2) 与 (8) 的 称 为 非 阿 基 米 德 绝 
对 值 : 满足 (1)，(2) 与 (3) ,但 不 满足 (3 的 , 称 为 阿 基 米 德 绝对 值 . 
Q 的 通常 绝对 值 是 一 种 阿 基 米 德 绝对 值 ; 但 p- 进 赋值 却 是 阿 基 米 
德 的 ， 对 于 非 阿 基 米 德 绝对 值 , 今 有 如 下 的 判别 法 则 ， 
命题 1 今 以 n 简 记 (F, | |) 中 的 整 元 素 91L，mE2. 以 下 的 
命题 是 等 价 的 : 
G) | 1 是 非 阿 基 米 德 绝对 值 ， 
(i) 对 于 了 的 每 个 整 元 素 % 恒 有 |n| <1. 
Giii) 存在 菜 个 正 数 ML, 使 得 对 于 每 个 整 元 素 nE 7, 但 有 |m| 
<M. . 
证 明 ”一 (ii)，( 记 全 (ii 显然 成 立 , 现在 设 | | 满足 (ii)， 
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(6.1.1) 


(C 十 六 ) "= 3(" a mEN 


有 的 | 


<MSol" |2l 

< (2 十 1)M maxflcl，| 5 
因此 la+5|<<Wm 十 人 下 .max{|e|,151}. 令 m->o0, 即 得 (3”)， 
故 (i) 成 立 ， 时 

推论 1 特征 为 pz0 的 域 上 的 绝对 值 只 能 是 非 阿 基 米 德 
的 重 

设 £ 是 CF，| |) 的 一 个 子 域 ，| | 在 上 的 限制 记 作 | | 它 
自然 是 的 一 个 绝对 值 ， 当 | | 是 平凡 绝对 值 时 , 我 们 称 | 是 
在 b 上 的 绝对 值 ,或 简 作 了 /5 的 绝对 值 . 

推论 2 若 | | 是 三 在 某 个 子 域 上 的 绝对 值 ， 则 | | 是 非 阿 基 
米 德 的 . 量 

非 阿 基 米 德 绝对 值 还 有 一 个 常用 的 性 质 . 

命题 2 设 | | 是 了 的 一 个 非 阿 基 米 德 绝对 值 ， 若 对 于 4, 5E 
石 ,有 |a| 天 12|, 则 

lat+b|=max{|o|, [8|}. | 

证 明 不 妨 设 |cj> 1 中， 由 a=(6+5) 一 5 可 得 la| 专 
max{|6+5|, 13|} 一 lot5|， 因此 ja|<lat5|<<1al, 从 而 得 到 
lotb|=lel=max{lal, |2]}. 

域 的 绝对 值 可 给 出 域 的 一 个 拓扑 ， 即 以 {rt EF| jz 一 al|< 时 
作为 a 的 邻 域 基 而 生成 的 拓扑 守 ， 此 处 s 取 记 有 的 正 实数 ， 不 难 
验 知 ,这 使 克成 为 一 个 豆 ausdor 任 空间 .有 中 的 序列 {gihyen, 如 时 
关于 & 收敛 于 geE 友 ,可 以 称 {atjiew 在 (万 | 1) 中 是 收敛 的 , 以 4 
, 134 。 


为 其 极限 ， 记 作 | -lima-a 特别 当 5-0 时 ， 称 fajiex 是 
(了 ,| |) 中 的 零 序列 , 从 拓扑 的 角度 来 讨论 域 的 绝对 值 和 赋值 , 将 
在 第 八 章 论述 ,现在 仅 用 它 来 定义 绝对 值 的 等 价 性 . 设 | | | |， 
是 FF 的 两 个 绝对 值 ， 如果 人 ,二 全 |,， 我 们 就 称 | | 与 | |s 是 等 价 
的 , 记 作 | |1~| 1。 关于 绝对 值 的 等 价 性 , 今 有 

定理 6.1 设 | lj | | 是 五 的 两 个 绝对 值 , 并 且 | |z 是 非 平 
凡 的 . 于 是 以 下 诸 命题 等 价 : 

(i) 由 |oji<1i 可 以 导 至 lo|s<1, a€F. 

(ii) 存在 某 个 正 实数 s, 使 得 |c|:= |4|i 对 每 个 0 二 a€E 了 都 
成 立 . 

(iii) | [~ | |s. . 

证 明 (这 ) 过 (iii) 显 然 ， 设 (i 让 ) 成 立 ， 且 |ali<1， 于 是 有 
| lima' 一 0, 从 而 | 1s-lima' 0， 后 者 导 至 |6|a<1, 因此 人 成 
立 ， 

现在 来 证 中) 过 (ii)， 首 先 ,从 Qi) 知 由 |5|:<|c]z 可 导 至 |58|,< 
loj:. 按 所 设 | |: 是 非 平凡 的 , 故 存 在 某 个 aoE 卫 ,使 得 |coji> 工 .从 
而 有 |co| :> 芽 , 今 任 香 渡 足 1ali>>1 的 %, 此 时 |a|:>1 令 

log jcj|vlog | co|i 一 此 
显然 i>0, 并 且 有 jaji= |aoli， 今 将 证 |a|a= |ools， 设 |41s= 
laol2, >>0， 若 地 , 则 必 有 某 个 有 理 数 m/% 在 二 者 之 间 , 不 妨 
设 ti<m/n<t. 于 是 lal?<|aol?, 即 jo"l< leg. 从 而 有 |a"|;< 
le8|s, 故 sls 达 Tol8”* < 过 laolz, 泌 盾 .， 这 示 明 1=#, 即 
log |als/log | ao[1=1og|als/log|aols=t. 

从 而 有 log |@|s/log | al1= 1og |ao|s/lo0g|aol1=s>0. 
这 证 明了 对 所 有 满足 |a|1>1 的 o 家 有 |o|s= jcli. 车 lea]ji<1, 考 
嵌 5 二 47! 即 可 , 故 ( 二 ) 成 立 . 

为 了 证 明 有 关 不 等 价 绝 对 值 的 一 条 重要 定理 ， 先 给 出 下 面 的 
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引 理 . z 
引 理 1 设 | |:，… | |1, 是 域 也 的 % 个 两 两 不 等 价 的 非 平 
凡 绝 对 值 。 于 是 有 cE ,使 得 
leli>1, lel< j=2, 0 (6.1.2) 
证 明 先 证 %=2 的 情形 ， 按 定理 6.1, 存在 6E 了 ,使 得 oj 
>1, ls3 以 及 5E8, 使 得 181s1, 12 和 1 ， 令 o= /2 即 
有 |eli>l1，|cja<1 故 引 理 在 ”一 2 时 成 立 . 为 证 明史 为 任意 自 
然 数 的 情形 ， 先 注意 下 面 一 个 有 关 的 事实 : 
0 f0 当 |e|<I 
工 十 of - 当 |a|>>1. 
现在 设 ”>2, 并 假定 引 理 难 % 一 1 的 情形 已 告 成 立 , 即 存 在 4€ 好 ， 


|-lim 一 一 一 
~ ” 


(6.1.8) 


lels>i; feh<1, %=3, ,nm 
以 及 5EF, 使 得 151>1, 15|a<1， 著 als<1， 此 时 作 o1=46. 
对 于 每 个 "EI, 甸 有 |c,|1>4，|er|s<1. 另 一 方面 ,只 要 取 适 当 大 
I 即 有 |orj:<1,，%=3, ,nn, 又 震 |cls>1， 此 时 作 or 


” 按 (6. 1. 3), 当 7 一 00， 有 lerli> lbls>3， jer]s—>151a<1, 


天 ~ 
el 一 0, 6 一 3,…, mn， 因 此 ,对 于 充分 大 的 7, 取 6=6r, 即 可 
使 (6.1.2) 成 立 ， 上 : 

利用 上 面 的 引 理 , 对 于 有 限 多 个 互 不 等 价 的 绝对 值 ， 我 们 可 以 
证 明 一 条 类 似 于 中 国 剩余 定理 的 结论 : 

定理 6.&( 带 近 定理 ) 设 | | …, | |， 是 万 的 nm 个 互 不 等 
价 的 非 平凡 绝对 值 ， 又 设 &1, …， 是 中 任意 给 定 的 元 素 ， 于 
是 对 于 每 个 8>0, 必 有 cE 了 ,使 得 


lo~ali<s, t=1, ,nn 
证 明 取 满足 (6.1.2) 的 元 素 0, 由 (6.1.3) 知 | [rlim 于 
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一 1 以 及 | |elim 于 一 一 0 $6 一 2,…,n， 因 此 ,对 一 个 给 定 的 
下 数 8， 只 要 到 天 分 大 的 7C 贡 元素 点 -对 就 满足 hai 
一 3 以 及 | 好 | <3 6=2, …， mw。 用 同样 的 方式 定 出 te，…，t， 
使 得 对 所 有 的 名 j 一 1,…, %, 恒 有 

li—1|:<6, [wl;<6, 7#*% 
”成 立 : 作 “一 之 wis, 则 有 
[eli< la ot) | tS lend. 


对 于 给 定 的 s>0, 只 要 取 适 当 的 5, 从 而 定 出 ii，…，w, 即 可 使 上 
式 右边 <。，, 定理 即 告 成 立 ， 攻 
下 面 的 推论 指出 不 等 价 的 绝对 值 具有 某 种 意义 的 独立 性 
推论 设 | | …,| |, 是 到 的 mw 个 互 不 等 价 的 非 平凡 绝对 


值 .于 是 等 式 
je 全 | 和 一 工 (6.1.4) 


只 有 在 "1 一 7s 一 … 一 7,。~0 时 ,才能 对 所 有 的 a€ 也 成 立 . 
证 明 因 若 71 产 0, 可取 wE€ 了 了, 使 得 |ali<s, 以 及 la 一 1|;<s， 
6=2,…, n， 对 于 这 个 w，(6.1.4) 不 能 成 立 .。 上 


在 结束 本 节 之 前 ,我 们 来 讨论 有 理 数 域 @ 所 能 具有 的 绝对 值 . 
设 | | 是 Q@ 的 一 个 非 平 凡 的 非 阿 基 米 德 绝对 值 ， 按 命 
题 1, 应 有 正 整 数 n, 满足 |n|<1i， 令 mr 是 集 {mEN||In|<1 的 
最 小 数 ， 显 然 , m1， 首先 ,m 应 是 个 素数 ， 因 车 不 然 , 设 m 一 st 
这 里 s,t 都 是 整数 ,而 且 1<s, ;<m- 于 是 |s| 一 | 引 =4 从 而 |m| = 
1s11s|=4 矛 盾 . 今 以 2 记 这 个 素数 m. 

若 整 数 & 与 p 互 素 , 即 有 4 一 np 十 4o, lao<p.， 当 m=0, 有 
lo 一 lao| 一 I， 当 m0， 有 |np|=|%||p|< |p|<l1， 按 命题 2， 
4|= [np+aol 一 max{|np|，|aol} 一 1， 对 于 有 理 数 4， 可 表 如 
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peta) 2 ,其 中 忆 c 都 与 2 孔 素 ， 于 是 la| 有 (6.1. 1) 所 给 的 形式 ， 即 


等 价 于 菜 个 进 同 人 为 了 讨论 阿 基 米 德 绝对 值 ， 我 们 先 证 
明 一 条 引 理 ， 

” 引 理 2(Artin) 设 m, mn 是 正 整 数 ,mn>1， 于 是 对 于 @ 的 任 
何 非 于 凡 绝 对 值 | |, 恒 有 

Im|<max{1, |nl's”/8n} (6.1.5) 
证 明 由 于 mw 之 1, 我 们 可 以 把 m 表 如 
m= omni tan, dA0, 0m<n. 

于 是 lm|l<n(di+|n|i+ + nl) <n(ii+ 人 max{i,， |n|?, 
由 于 mw 之 w', 故 log m 之 tlogn， 以 二 lo0g m/logm 代入 上 式 ， 可 得 


jm <I+ 人 他 加 )max{1, |m 1sm/logn} 
在 上 式 中 以 m" 代 圭 mm, 则 有 
| "<n(1+ TE )max{l， |m | osm/logn} 


从 而 7 log m 作 | logm/ iogn 
[ml <(ntn 人 max{1, [| 多 }. 


若 后 令 7 一 0, 即 得 46.1.5). i 

定理 6.3(Ostrowski 第 一 定理 ) 有 理 数 域 Q 的 非 平凡 绝对 
” 值 只 能 是 通常 的 绝对 值 ,p- 进 赋值 , 以 及 与 它们 等 价 的 绝对 值 . 

证 明 设 | | 是 @ 的 一 个 非 平凡 绝对 值 ， 若 | | 是 非 阿 基 米 德 
的 ,我 们 已 经 见 到 , 它 必 然 等 价 于 某 个 六 进 赋值 . 现在 设 | | 是 阿 基 
米 德 的 . 因此 有 正 整 数 m, 满足 |m|>>1, 由 引 理 2， 对 于 任何 正 整 
数 % 关 1, 也 应 有 | | > 二 并 且 

jml 1/logm <S wm i/logn 
由 mm 与 n 的 对 称 性 , 知 等 号 成 立 , 故 有 
log |m|/log m= log |n|/log n=s, 

从 而 对 于 每 个 正 整数 %, 有 |n| 一 wr， 对 于 负 整 数 n, 可 考虑 其 通常 
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绝对 值 Inf， 此 时 有 In| 一 mls, 好 | ~ 
对 于 有 理 函 数 域 了 (全), 也 有 某 种 类 似 的 结论 ， 任 取 一 个 不 
可 约 多 项 式 pp(XX) CF[X], 于 是 每 个 8 一 &( 卫 ) EF( 玉 ) 普 可 
写 如 4 一 p( 玉 )”9.D( 导 )/e( 环 ), 其 中 wv(4) EZ; 5( 导 ), c( 邓 ) 都 
是 与 p( 全 ) 互 素 , 且 无 公 因 式 的 多 项 式 ， 现 在 规定 
prz(o) a#0 
站 wa=0 
其 中 0 二 p<1， 这 是 (了) 的 一 个 非 阿 基 米 德 绝对 值 . 除 此 以 外 ， 
尚 可 规定 另 一 种 非 阿 基 米 德 绝对 值 ， 对 于 04E P(X)， 令 a- 
03)7e(X 其 中 8 (总 ) = 00 十 … 十 Do 下 由 0( 加 ) 一 co 十 … 十 O 定 "， 
并 且 0 和 0 06, 关 0 今 规 定 
or 当 g*0 
ol- 当 @=0 
其 中 0<p<1l. 不 难 验 证 ，| | 满足 非 阿 基 米 德 绝对 值 的 三 个 条 
件 ， 还 可 以 见 到 , 由 (6.1.6) 和 (6.1.7) 所 定 的 绝对 值 在 上 都 是 
平凡 的 ， 可 以 证 明 ( 由 读者 自行 完成 ), 丈 ( 交 ) 在 玉 上 的 非 平 凡 绝 
对 值 只 有 以 上 的 | |%( 对 所 有 不 可 约 多 项 式 p=2( 和 )), 和 | |。, 以 
及 与 它们 等 价 的 绝对 值 。 但 五 (总 ) 可 以 还 有 别 的 绝对 值 ( 见 本 章 
的 习题 5).。 


(6.1.6) 


(6.1.7) 


$6.2 完全 域 . 阿 基 米 德 绝对 值 

设 {@ijien 是 (FP，| |) 中 一 个 序列 . 如 果 对 于 任意 给 下 的 实数 
s>0, 总 有 一 个 自然 数 六 ,使 得 当 m m>> 玉 时 , 有 | 一 Gm| < 之 s 成 
立 ， 则 称 {ojiex 是 一 个 Cauchy 序列 . 凡 关 于 拓扑 5，| 是 收敛 的 
序列 ,显然 是 0auchy 序列 ,反之 ,如 果 ( 五 , | 1) 中 每 个 Qauehy 序 
列 关于 名 都 是 收敛 的 ， 我 们 就 称 (P，| |) 为 完全 域 . 对 于 任何 
个 CF，| |)， 所 谓 它 的 完全 化 ， 是 指 一 个 带 有 绝对 值 的 扩 域 
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(所 | 人 , 它 满足 以 下 的 三 个 条 件 ，. 

(1) (| 站 是 个 完全 域 

(2) | | 在 上 的 限制 是 | | (或 者 说 ，| 上 是 | | 在 到 上 的 
拓展 ); z 

(3) 忆 在 上 内 关于 拓扑 YX 是 稠密 的 . 

在 本 节 中 , 我 们 将 要 证 明 的 第 一 个 结论 , 是 完全 化 的 存在 性 , 以 及 
在 某 种 意义 下 的 唯一 性 . 

设 O 是 (F，| |) 中 由 所 有 Cauchy 序列 所 组 成 的 集 . 对 于 其 
中 任何 三 元素 {wi) ien 与 {bjicw 规定 它们 的 和 与 积 为 {Qi}ientt 
{0i} .en = {0; + bi}ien 与 {@ihen' {0ijsen 一 {Qibijsexn， 不 难 验 明 , 存 这 
样 的 规定 下 , C 成 一 个 交换 环 ; 它 的 零 元 素 和 单位 元 素 分 别 是 每 个 
一 0 和 每 个 w& = 工 的 序列 ， 些 外， 

at>{ahen (6.2.1) 
是 从 了 到 0O 内 的 一 个 嵌入 映射 ， 今 以 {8} 记 了 在 这 个 映射 下 的 
象 ， 易 知 ,0O 中 所 有 关于 | | 的 零 序列 组 成 一 个 理想 , 记 作 8. 由 于 
BN 18} 一 {0}, 所 以 8 是 0 的 真理 想 ， 现 在 证 明 

引 理 1 B 是 O 的 一 个 极 大 理想 . 

证 明 设 B 是 0 中 一 个 真 包含 B 的 理想 于 是 有 {a}ien€ 
B"B, 即 {aijsen 是 OQauehy 序列 , 但 不 是 零 序列 。 因此 存在 某 个 
7>0, 以 及 自然 数 六 , 使 得 当 i> 入 时 ,有 |a|>n. 令 =, ;> 
N， 以 及 0b. 一 1，%<N， 显然 有 {ijienEB，{br jienE0O; 以 及 
{Db}ien— {ghen EBCB. 从 而 又 有 {07 上 sen* ({biFisn — {hen) E 
B', 由 此 导 至 {hien€B， 这 示 明 B=0, 即 B 是 0 的 一 个 极 大 理 
想 . 有 

从 这 个 事实 可 知 剩余 类 环卫 =0/B 是 一 个 域 .又 由 BN {FP} 
{0}， 可 知 由 (6.2.1) 以 及 O 到 邓 的 自然 同 态 给 出 一 个 由 了 到 了 
内 的 柚 入 ， 因 此 ， 如 果 不 计 及 同 构 ， 可 以 把 作为 了 的 一 个 扩 
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域 ， 现 在 来 对 了 他 规定 一 个 绝对 值 ,使 它 成 为 | | 在 有 上 的 拓展 .从 
绝对 值 定 义 中 的 条 件 (3) , 知 不 等 式 上 a, | 一 |om||<16, 一 0,| 成 立 . 
当 {@ijien 是 Cauoby 序列 时 , 实数 序列 {|a| jsea 是 收敛 的 ， 今 对 
也 的 元 素 {@ijien+B 规定 : z 
[fahien+ Bl’=1im |o,|. (6.2.2) 


不 难 验 明 ,| |, 是 过 的 一 个 绝对 值 ; 而 且 它 在 了 上 的 限制 是 | |. 
”至 于 了 在 中 的 稠密 性 (关于 拓扑 .F711)， 可 以 从 的 元 素 能 表 
作 鳌 中 序列 的 | | - 极 限 这 一 事实 认 知 . 令 a= {@hewnt+BEF. 
接 (6.2.2)， 应 有 |a 一 os|' lim|a 一 os|， 当 s 充 分 大 时 ， 即 有 


la 一 m1'<s， 因 此 || ~lim 4,=o, 
3 


剩 下 有 待 验证 的 , 就 是 (f，| | ) 的 完全 性 . 设 {asjicn 是 玉 中 
一 个 Qauchy 序列 ， 根 据 闷 在 到 中 的 稠密 性 , 对 于 每 个 mw， 可 以 
确定 一 个 %:E 了 了， 使 得 | 一 中 | 天 1 24. 这 样 得 到 的 Aqi};en, 易 知 
是 下 中 的 一 个 Cauchy 序列 . 令 a= {ojiens 十 刀 EZ， 则 有 | | 一 
im ou= ww, 因此, (了 ,| [是 完全 的 . 四 

以 上 的 论证 示 明 ， 通 过 上 述 方式 作出 的 (了 ,| | 是 (8,1 |) 
的 一 个 完全 化 .最 后 来 讨论 它 是 否 具有 在 某 种 意义 下 的 唯一 性 . 设 
(FD, | 与 (Ge | 是 (到 | 1) 的 二 个 完全 化 . 对 于 oa?E 
FW， 按 条 集 (3), 它 可 以 作为 了 中 某 个 序列 {@shien 关于 | | 的 极 
限 ， 即 om= | | “lim w，. 根 据 记 设 , 又 有 ok”E ZY 使 得 ”= 
"lim a&. 令 

0: ody (6.2.3) 


不 难 验 知 ，6 是 FD 与 多? 间 的 一 个 同 构 ， 它 使 下 的 元 素 不 变 : 
向 且 把 头 ? 中 的 零 序 列 对 应 到 Fi2 的 零 序列 ， 我 们 称 这 个 0 是 
CD, | | 与 (8 中") 间 的 一 个 拓扑 同 构 .总 结 以 上 所 论 , 即 得 
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定理 6.4 每 个 有 绝对 值 的 域 (下 ， | |]) 都 有 完全 化 ， 而 且 , 除 
拓扑 同 构 不 计 外 , 是 唯一 确定 的 ， 时 
对 于 完全 域 , 现在 来 证 明 一 个 有 关 绝 对 值 拓展 的 定理 : 
定理 6.5 设 (F, | 上) 是 个 完全 域 ; K/F 是 有 限 扩张 
[K:F]%. 蔡 | | 在 下 上 有 拓展 | | 由 
(i) (K, | | 是 完全 域 ， 
(这 ) | | 是 唯一 的 , 且 由 下 式 给 出 
lal’=~ INg/r(o) |, ouEK. (6 .2.4) 
证 明 设 {1,…, Ww} 是 区 /了 的 一 个 基 ; 又 设 {osbsen 是 (K， 
| /人 中 一 个 Qauchy 序列 ， 令 
om 一 Darr. (6.2.5) 
首先 证 明 ， 由 (6. 2. 5) 所 得 的 % 个 序列 {@nYsvew， ? = 1, ， 都 是 
(Bb, | 中 的 Uauehy 序列 ,从 而 在 了 中 有 | |- 极 限 .用 归纳 法 ， 
设 结 论 G) 在 % 一 1 时 已 告 成 立 . 假若 {a@whien 不 是 (8，| 站 中 的 
Oauchy 序列 , 则 对 于 某 个 s>0, 不 论 如 何 取 日 然 数 wm 总 有 s, i> 
0， 使 得 有 
[as 一 Got >8s 
成 立 . 今 取 二 组 育 然 数列 sj < ss<<… 与 友 < 思 <…, 使 得 os 一 as 
>s 对 每 个 4 都 成 立 、 令 
Bi= (as 一 ant) -too 一 o). 
于 是 < 二 lw 一 ol ->0， 即 | | limpB;=0， 但 Bi 可 以 写 如 
8; = S bj; + WwW, 且 {16, 一 Wn ie 是 (天 ， | | 中 的 Qauchy 序列 ， 
六 归纳 法 的 前 设 , {bxliex 在 (PF,| 1) 中 有 极限 81,3==1,…, nm 一 1, 
这 就 导 至 0= Dnwi 十 … 十 bz120w-1 十 ws 矛盾 这 证 明了 (6.2.5) 中 的 
每 个 {wjsen 都 是 (P， | |) 中 的 Oauohy 序列 , 因此 收 化 于 6)€E 妈 ， 
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;mn 从 而 | | 一 tmwm= catot+… 十 oo 即 (i 成 立 。 

现在 来 证 人 ii. 假若 结论 不 成 立 ， 则 有 五 的 某 个 元 素 w 关 0， 
使 得 |a]”"= or|'|Ngysle) .不 失 一般 性 , 设 | 史 | 天 | Verzo) | 
令 B=oVNrr(a). 于 是 18| < 二 从 而 | [lim 8' =0, 以 及 | 一 


i 


lim Baoj=0, 7 一 4,…, m. 大 
t . 


了 一 工 …. 


Bw;™— 2 bE, 4 一 工 ， 2, 和 


从 上 一 段 的 证 明 得 知人 {61f}ien 的 极限 都 是 0， 此 处 7, Y=1，…, nn. 
| -im Ng/r(B')=0. 


但 Wap(60 = (Neryn(B))' 一 (NjpCe)/(Nayr《o))")' 一 1, 小 盾 . 
这 就 证 明了 (ii). E z 
在 上 述 定理 中 ,我 们 对 | | 在 五 上 拓展 的 存在 性 作 了 假定 . 事 
实 上 , 这 是 一 个 能 够 证 明 的 命题 .但 在 证 明 的 方法 上 , 对 村 阿 基 米 
德 绝对 值 与 对 于 非 阿 基 米 德 绝对 值 是 过 然 不 同 的 . 后 者 可 以 在 更 
为 一 般 的 情况 下 来 证 明 ( 见 8 6.4)， 在 本 节 的 其 余部 分 , 我 们 专 就 
阿 基 米 德 的 情形 来 讨论 . 
设 (Z, | |) 是 带 有 阿 基 米 德 绝对 值 的 域 .首先 ,了 的 特征 为 0， 
不 妨 设 了 2Q@.| | 在 Q@ 上 的 限制 是 非 平凡 的 . 据 定理 6.8, | | 在 
Q 上 的 限制 等 价 于 Q 的 通常 绝对 值 | 由 即 存 在 某 个 s>0, 恒 得 有 
| lz|=|zl:, w€Q, (6.2.6) 
今 证 明 , 这 个 上 1 可 以 拓展 到 也 .为 此 ,只 需 验 证 三 角 不 等 式 , 从 
latbl<|al+l2|<2max{|o|, |2|} 
得 lg+5|<2max{jal, 121}， 重 复 这 一 过 程 ,可 得 
Imo l < C2):max{lerl, »…, Noes}, 
对 于 自然 数 ”% 取 21<n<2'. 于 是 从 上 式 得 到 
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fat ta < (2n)smaxfleal， », eol}; 


1 
4 


<Ge+D)amaz{lalv (Jet 


…, lal") 


< QtD) (hal+ ld’, 
即 le 二 直入 (2 二 2)w"(lel 二 iD， 
令 w-~>oo, 得 a 十 加 jel 十 上 大 对 万 中 所 有 的 a.5 都 成 立 , 即 | 1 
可 以 折 展 到 卫 . 
根据 以 上 的 讨论 ， 不 妨 径 设 | | 在 Q 上 的 限制 就 是 通常 的 绝 
对 值 | ,从 而 当 (, | |) 是 完全 域 时 ,就 有 二 及 .如 果 也 含有 方 
程 了 ?十 1=0 的 解 V 一 1, 则 卫 包 含 RCYV 一 1)=0, 否则 , 可 以 考 
虑 域 了 (二 了 .首先 我 们 来 证 明 , | | 能 够 拓展 到 FC 一 1). 
命题 1 设 (F,，||) 是 阿 基 米 德 绝对 值 的 完全 域 ， 且 ~ 一 1 
.于 是 


n 
2 


特别 有 ets =|z( ev 


lal’=~v |NE/s(a)T (6.2.7) 
是 | | 在 及 = 了 (VY 一 I) 上 的 拓展 . 
证 明 为 证 | | 是 下 的 绝对 值 , 只 需 就 三 角 不 等 式 的 一 个 简 

化 形式 进行 验证 , 即 对 于 任何 aE 上 ,有 

|1i+al’<1+ |al’ 
成 立 . 设 wxE 天 \ 所 满足 的 不 可 约 方程 为 

XoX+0=0, 
其 中 a=a 二 a，25 一 Nx/rla)=aa; 4 是 wa 的 共 轰 元 ， 现 在 作 
Narr(i+og =(1+0w) (1+a) =1-+w 十 5。 于 是 所 和 欲 证 明 的 不 等 式 
起 : 
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EE A 
或 者 改写 作 
11He-8s (CE 二 122)2 一 1 十 2872 二 1381， (6.2.8) 
车 |@| 坪 21512a 则 14215112415| 守 14 Jel 十 |5| 风 |1+e+6|， 
即 上 式 成 立 ， 今 假定 |e| >2151:2, 或 者 |e|?>4151. 基于 w=a 一 
ba, 今 按 以 下 的 方式 来 作出 中 的 一 个 序列 {Qjsen: 


qm 一 亏 0 Wi=a—barl, Ge=1, 2 … (6 .2.9) 


首先 ,每 个 mw 大 0 站 -工时 显然 可 知 ， 若 |a|> 二 lc|， 则 lasal = 
la—bar’|>|ol-18||el- >lol-21l/lol> ol -lel/2lel = 
el 一 全 = 和 >0， 因 此 每 个 mx0， 又 由 

603 一 0 一 am (G4414— 8;) 
得 知 


ll =|o||enl-iiel| :<4|)5| lo]-?<1., 
从 而 实数 级 数 立 |osa 一 | 是 收 化 的, 即 {cjex 是 (8，| |) 中 的 


Cauchy 序列 ,由 (F,， | |) 的 完全 性 , 它 在 了 中 有 | |- 极 限 . 另 一 
方面 , 从 (6.2.9) 知 {ai}een 的 极限 适合 甩 ? 一 4 邓 十 bp 一 0, 即 <E 了 7， 
矛盾 .这 证 明了 (6.2.8) 成 立 , 即 | | 是 | j 在 玉 上 的 拓展 . i 
作 了 如 上 的 准备 ， 现 在 来 证 明 一 个 有 关 阿 基 米 德 绝对 值 的 重 
要 结果 ， 
定理 6.6(Ostrowski 第 二 定理 ) 设 (F, | |) 是 阿 基 米 德 绝 
对 值 的 完全 域 ， 于 是 , 除 拓扑 同 构 不 计 外 ,FP 只 能 是 及 或 0. 
证 明 根据 在 命题 1 之 前 所 作 的 讨论 , 我 们 可 以 设 | | 在 Q 上 
的 限制 为 | 外 此 时 了 二 肪 ,如 果 万 包含 ~ 一 i， 则 二 0; 并且 | | 
让 了 的 限制 就 是 复数 的 通常 绝对 值 ; 如 果 ~ 一 1 所 , 可 以 考 菩 
(~ 一 4. 按 命 题 1[，| | 能 拓展 于 百人 (一 上 ， 因 此 ， 不 失 一 般 
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性 , 我 们 可 以 就 了 二 C0, 以 及 | | 在 CG 上 的 限制 为 通常 绝对 值 的 情 
形 进行 证 明 . 此 时 所 要 证 的 就 是 卫 一 0. 
用 反 证 法 .假若 也 关 0, 则 存在 a€ CG， 此 时 对 于 任何 复数 
2, 皆 有 / 
| la-z|>0. 

实数 集 {la 一 z| |zEOC} 距 是 下 方 有 界 的 ， 故 存在 下 确 界 m. 先 来 
证 明 , 必 有 某 个 复数 wo, 使 得 

|a 一 zo| =m. 
由 于 m 是 {la 一 wz| |w€0} 的 下 确 界 , 故 可 以 从 这 个 实数 集中 选 出 
一 个 递减 的 实数 序列 {|o 一 zi|}ien, 使 得 

lim|e—a| ~—m,. 
从 [zi 志 |a 一 zs: | 十 la| 志 |a 一 m1 十 je], 可知 {2ijven 是 有 界 的 复数 
集 , 因此 有 收敛 的 子 序列 , 仍 记 作 {wisen. 设 | |-limw=zo， 从 GC 
到 RB 的 映射 zi=>|a--z| 在 通常 绝对 值 的 拓扑 下 是 连续 的 ， 因此 有 

m= lim|a— = |a—wo|. 
又 由 于 a#60, 所 以 m>0. 
现在 令 B=a 一 wo. 可 以 证 明 ,对 于 每 个 满足 |y|<m 的 yE0， 
恒 有 |B 一 y|=m. 设 % 是 任何 一 个 自然 数 .由 "一 "= (8 一 (B86 一 
Ly)…(B 一 L"-1ty), 其 中 是 1 的 mn 次 本 原 根 ,可 得 
18 一 外 | 18 一 各 到 | 一 8 一 妇科 18? 二 jy 有 


ln Wak 
Bl"(L+ . 


但 18 一 和/| 关 mm， 1 二 4,…, % 一 因此 


i _ 从 一 1 a __ Ph nl WA ,| 
IB8—y|m i<|B8—y|…|B8—é"Yy|<m (i+ ) / 
从 而 得 到 lB—vl<m(1 + ). 
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在 区 |<mm 的 情形 下 ,lim(1+- 了 一)- 工 由 此 得 18 一 g| 一 m. 今 
以 hb 一 y 代 将 B, 再 次 重复 以 上 的 过 程 , 即 得 |B6 一 2y|==m， 作 多 次 
的 重复 ,可 得 |8 一 ny | 二 m 对 每 个 自然 数 呈 都 成 立 , 从 而 有 
2m=2|B8|=|B8|I+|B—ml>|ny|=|n| ly|=nly), 

政 盾 .这 就 证 明了 fF=C. | 

从 这 个 定理 可 以 得 知 , 凡 具 有 阿 基 米 德 绝 对 值 的 域 , 必然 拓扑 
同 构 于 复数 域 0 的 一 个 子 域 . 因此, 有 阿 基 米 德 绝对 值 的 域 是 一 
类 很 特殊 的 域 . 

定理 6.6 还 有 进一步 的 推广 : 设 邓 是 及 上 的 扩 域 ，| | 在 马上 的 限制 为 
通常 的 绝对 值 ; | | 满足 8 6.1 中 的 条 件 (1)，(3), 以 及 

(2) [opi <|ajlol. . 
我 们 称 (8，| |) 是 RR 上 的 一 个 赋 范 域 . 此 时 定理 6.6 可 以 改进 为 ( 见 [)。 

定理 6.6 (Gelfand-Tornheim) R 上 的 赋 范 域 只 能 是 证 或 者 0、 


$6.3 赋值 和 赋值 环 


在 域 的 非 阿 基 米 德 绝对 值 的 定义 中 ， 我 们 注意 到 只 有 实数 的 
一 个 运算 一 一 乘法 , 以 及 实数 的 序 在 起 作用 ; 而 不 涉及 到 实数 的 加 
法 运算 .这 使 得 我 们 有 理由 用 一 个 具有 序 结构 的 乘法 群 来 代 蔡 也， 
从 而 推广 了 绝对 值 的 概念 ， 现 在 先 来 定义 有 序 的 交换 群 

定义 6.1 设 忆 是 个 乘法 交换 群 , 工 是 它 的 单位 元 素 ,一 头 {1. 
车 存在 的 一 个 乘法 封闭 子 集 4144, 而 且 有 T=4U {1}U 4- 
此 处 4-!1= {86+|8€ 少 ， 则 称 4 给 出 工 的 一 个 序 结构 ， 或 者 说 
是 个 有 序 的 乘法 交换 群 , 以 下 简称 序 群 , 记 作 (I, 4). 

对 于 如 上 所 定义 的 序 和 群 (T，4)， 不 难 在 它 的 元 素 间 规定 一 个 
序 关系 三。 设 7,Y ET， 若 有 7 :YE4U 入 }, 则 定义 yy 。- 
特别 在 7"y “+E4 时 ,可 写作 7<yY， 这 个 二 元 关系 具有 反对 称 性 
和 传递 性 ; 又 由 YY 可 以 导 至 756756, 6ET， 根据 这 个 事实 ， 
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具有 序 结构 的 群 同 时 又 能 定义 元 素 间 的 一 个 序 关 系 ， 因 此 (IT, 4) 
也 可 以 写作 (7, 二 ). 

以 下 为 简便 计 , 不 妨 径 称 太 是 个 序 群 而 不 特别 指出 其 序 结构 
4, 或 者 序 关系 所 .现在 设 0 是 工 以 外 的 一 个 符号 , 它 与 4 的 元 
素 间 满足 如 下 的 关系 

0.7=7*0=0.0=0, 0”. 
我 们 称 这 样 规定 的 代数 结构 荆 U {0} 为 扩大 了 的 序 群 . 

定义 6.2 设 p 是 从 域 忆 到 扩大 了 的 上 如 ZU 1{0} 的 一 个 映 
射 , 它 满足 

(1) g 是 满 射 的 ; 

(2) p(q) =0, 当 且 仅 当 4=0; 

(3) g(a2)=9(0)9(0); 

(4) g(at+ob) <max{p(o), 9(2)}. 

我 们 称 2 是 了 的 一 个 赋值 ; 工 是 8g 的 值 群 ， 又 称 了 是 带 有 赋值 p 
的 域 , 简 作 赋值 域 , 记 以 (, p). : 

域 的 非 阿 基 米 德 绝对 值 | |, 满足 定义 中 的 条 件 (2), (3), (4)， 
至 于 (DD, 只 需 把 工 取 作 | j 所 到 的 值 所 成 的 屁 群 即 可 .因此 , 非 阿 
基 米 德 绝对 值 是 当前 意义 下 的 赋值 ， 非 阿 基 米 德 绝 对 值 的 一 个 基 
本 性 质 ($ 6.1 的 命题 2), 对 于 赋值 也 同样 成 立 ， 为 以 后 应 用 的 方 
便 计 , 今 男 写 如 下 ; 

命题 1 设 三 的 元 素 1,…，4% 在 赋值 pp 下 所 取 的 值 互 不 相 
等 ， 于 是 有 

. plait to) ~ Max {pCa)}. i 

为 了 把 平凡 绝对 值 的 特 款 也 包罗 在 内 ,我 们 添 入 了 一 {二 的 情 
形 ， 此 时 称 g 为 平凡 赋值 ， 从 序 群 的 定义 而 言 , 它 不 能 是 有 限 的 ， 
因此 ， 有 限 域 的 赋值 只 能 是 平凡 赋值 ， 这 也 是 需要 引入 平凡 峰值 
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的 一 个 原因 . 

在 有 些 场合 下 , 以 加 法 作为 交换 群 工 的 运算 较为 方便 ， 此 时 
单位 元 素 常 记 作 0; 而 以 ce 作为 卫 以 外 的 符号 , 它 与 工 的 元 素 满 
足 如 下 的 运算 律 : 

co 土 y)= co 十 co= co 7<o%0. 
在 这 种 运算 的 改换 下 , 赋值 的 定义 也 要 作 相 应 的 更 改 ; 

定义 6.2 设 " 是 从 域 下 到 扩大 了 的 序 群 二 Uf{tcoy 的 一 
映射 , 它 满足 

(1) v 是 满 射 的 ; 

(2) w(c) = 一 co 当 且 仅 当 =0; 

(3) vg06) 一 0 十 00D8); 

(4) v(at+b)>min{v(o), v(0)}. 

我 们 称 % 是 也 的 一 个 加 法 赋值 ,或 者 Krull 赋值 . 

赋值 与 如 法 赋值 并 无 实质 的 差异 ,这 从 @ 的 入 进 赋 值 的 例子 
可 以 说 明 . 因为 ，(6.i.1) 所 规定 的 | |，* 是 当前 意义 下 的 一 个 赋 
值 ， 而 在 该 处 出 现 的 v5 就 是 Q@ 的 一 个 加 法 赋值 ， ww 的 值 群 为 加 
法 群 2， 由 对 应 : 

elsF>os(o) = —log, la ls (6.3.1) 
二 者 可 以 互相 转化 . 

作为 赋值 或 加 法 赋值 的 值 群 ， 除 上 面 见 到 的 实数 乘 群 和 Z 以 
外 , 尚 有 其 他 的 序 群 , 今 举例 如 下 ， 

例 取 加 法 群 和 @Gx2. 现在 对 它 来 规定 一 个 序 关 系 二 如 下 : 

(m, mm 和 (ww 2) 当 且 仅 当 
{nm 
区 的 en (6.3.2) 
在 上 和 式 右 边 所 出 现 的 去， 是 通常 整数 间 的 大 小 关系 ， 在 (6.3.2 
的 规定 下 , 工 =Zx2 成 一 个 有 序 加 群 。 现在 来 作 一 个 以 它 为 值 群 
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的 加 法 赋值 . 

设 了 =-Q(Z)， vs 是 QQ 的 一 个 如 上 面 所 指出 的 加 法 荆 值 ， 先 
对 QfR] 的 元 素来 规定 w 

(nm, Vo) ), Ga= 十 … 二 qo, 0 
oo) -| a 
co 当 w 一 0. 
不 难 验证 , 这 个 "是 满足 定义 6.2' 中 的 条 件 的 . 如 果 B 一 加 下 ?十 
…-+bo, bm 大 0 是 Q@[] 中 另 一 元 素 , 则 规定 
va/B) = n—m, vg) — vo(bm)). 

可 以 证 明 ( 本 章 的 习题 2)，v 对 于 万 的 元 素 满 足 定义 6.2 的 诸 条 
件 ， 因 此 ,由 (6.3.3) 记 定 出 的 4b 给 出 @( 邓 ) 的 一 个 赋值 ， 这 蚌 一 - 
个 不 同 证 我 们 在 8 6.1 的 末 有 段 所 举 的 赋值 . : 


(6.3.3) 


现在 来 考虑 赋值 域 (了 P, 9) 中 的 子 集 
As= {EF |p(7) <1}. (6.3.4) 

首先 , 4。 是 也 的 一 个 子 环 , 以 了 为 它 的 商 域 ; 并 且 , 对 于 任何 元 素 
) 关 GE 也， 总 有 4E4s 或 者 a-1E 4,， 具 有 这 一 性 质 的 子 环 有 特 
殊 的 重要 性 , 我 们 在 后 面 将 会 见 到 , 现在 先 作 一 个 定义 

定义 6.3 设 4 是 域 了 的 一 个 子 环 ， 若 对 于 任何 04a€ 也 ， 
总 有 4E4 或 者 a-rE 4, 则 称 4 是 了 的 一 个 赋值 环 . 特别 在 4 
.万 时 , 称 它 为 了 的 平凡 赋值 环 . 

根据 这 个 定义 , (6.3.4) 所 规定 的 4。 可 称 作 (F,p) 的 赋值 环 . 
对 于 取 定 的 五 ,也 可 径 称 作 9 的 赋值 环 . 从 定义 还 可 知道 ， 赋 值 
环 包含 域 的 单位 元 素 . 又 若 a 与 4-! 同时 属于 赋值 环 4, 则 称 & 为 
4 的 单位 ; 4 中 其 他 的 元 素 称 作 非 单位 ， 4 中 所 有 的 单位 按 域 的 
乘法 成 一 个 乘法 群 , 称 为 4 的 单位 群 , 记 作 可 显然 , 它 是 乘 群 = 
万 \{0} 的 一 个 子 群 。 赋值 环 有 以 下 的 基本 性 质 ; 

”命题 2 设 4 是 的 一 个 赋值 环 . 今 有 
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《ii ) 4 中 所 有 非 单位 所 成 的 集 是 4 中 唯一 的 极 大 理想 ; 

(ii) 满足 4 BC 的 子 环 B 必 然 是 了 了 的 赋值 环 ; 

(iii)》 了 FF 中 关于 4 的 整 元 素 必 属于 4. 

证 明 (ji) 首先 ,由 4€4, 5E 有 以 立即 有 bEAM. 设 w 是 
于 中 任意 二 个 非 零 元 ， 由 于 et 一 与 o 2 至 少 有 一 个 在 4 中 , 不 
妨 设 5-1€E 4, 此 时 1 十 eb-1€E 4, 从 而 有 a+5= (1 十 gb- 了 bEM. 
这 证 明了 以 是 4 的 一 个 理想 . 它 在 4 中 的 极 大 性 是 显然 的 . 

(ii) 的 成 立 至 为 显然 . 现在 来 证 (ii 设 oE 丸 是 关于 4 的 
整 元 素 , 即 有 


C0" 十 QI0" 7 十,… 十 Gn 一 0 (6.3.5) 
其 中 心 … wwE4. 车 c 千 4, 则 有 ce-*E4， 但 由 (6.3.5) 得 
C= —00 "i 0 A, 


矛盾 ， 因 此 eE4. 

从 这 个 命题 可 知 赋 值 环 ( 二 了 ) 是 局 部 环 ; 而 且 在 也 中 是 整 闭 
的 . 
”对 于 赋值 环 4 来 说 ,此 时 了 ={zEF|g(w) <1}, 它 又 可 记 作 
首 。, 称 为 g9 的 赋值 理想 . 

从 是 4 的 极 大 理想 ,可 知 剩余 类 环 4/MM 成 一 个 域 . 当 4 
取 9 的 赋值 环 4 时, 称 下, 4。/M, 为 赋值 9 的 剩余 域 ， 特 别 当 
9 为 平凡 赋值 时 , 它 的 赋值 环 是 ,赋值 理想 是 (0), 独 余 域 等 间 于 
也 自身 . z 

按 同 值 环 的 定义 ， 到 们 知道 和 法 各 六 可 以 表 如 

-- 1 UUU NM- -+ 
右边 是 三 个 互 不 相交 的 于 的 并 人 其 中 到 = 对 \{0},M-+ 的 意 
义 如 前 。 从 乌 的 这 个 分 解 式 ， 又 可 得 出 因子 群 卫 = ZU 的 一 个 
相应 的 分 解 
天 =4U 竺 } 避 4 二 (6.3.5 
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其 中 4= {aD 6€ WN}, 1 表示 陪 集 1.0, 即 荆 的 单位 元 来 . 显然 ， 
(6.3.5) 是 满足 定义 6.1 的 一 个 分 解 式 .因此 , 荆 = 了 /DD 是 一 个 序 
群 。 现 在 来 看 从 玉 到 荆 U {0} 的 一 个 映射 ， 
a >aU, a0 
4: | C 一 0. 
不 难 验 明 ,，g4 是 了 的 一 个 赋值 ， 以 广 /D 为 它 的 值 群 。 定义 6.2 
的 (了 一 (3) 显然 成 立 , 只 需 验 证 (人 ， 设 gx(0)<p4(05), 即 a0< 
0U， 按 前 面 的 规定 , 此 时 a5-1E MUDUCA， 从 而 又 有 二 +ab~€ 
4, 因此 pus(1-+a5-!，) <1， 按 定义 的 条 件 (3), 两 边 同 乘 以 p42)， 
得 pas(c 十 从 过 pa(D) 一 max{94(8), 9a(25)}, 即 ( 允 成 立 ， 由 于 a 
是 经 也 的 赋值 环 4 所 作出 的 , 我 们 称 它 为 4 所 确定 的 正规 赋值 . 
从 赋值 环 给 出 域 的 赋值 这 一 事实 ， 我 们 认识 到 赋值 这 个 概念 可 以 
由 域 的 内 在 性 质 ( 子 环 ) 所 给 出 、 这 表明 了 对 绝对 值 所 作 的 这 样 的 
推广 是 十 分 恰当 的 . 
设 (F, 9) 是 个 赋值 域 . 今 以 4 记 9 的 赋值 环 ,再 按 以 上 的 方 
式 , 作出 4 的 正规 赋值 ps， 现 在 要 问 ,9 与 94 有 什么 关系 ?为 此 ， 
先 引入 一 个 称谓 : 设 (T，<<) 与 (7", < 人 是 两 个 序 群 ,so 是 了 与 二 
间 的 一 个 同 构 . 如 果 由 7<5 可 得 到 o(y)<‘o(6), 此 处 7, 5ET, 
则 称 o 是 个 保 序 同 构 . 或 者 说 (T, <) 与 (T'， < 是 保 序 同 构 的 . 
设 pu ya 是 下 的 两 个 赋值 , 其 值 群 为 Ta， 六。 如 果 并 与 Ts 
是 保 太 同 构 的 ， 职称 9p1 与 pa 是 等 价 的 , 记 以 pi~ ga. 此 时 对 于 任 
何 4EF, 有 pz(q) olg1(4)), 因 此 也 可 表 作 pa 一 0o91, 这 里 0 是 
站 与 Ts 间 的 保 序 同 构 . : 
以 上 述 概念 用 于 任 一 赋值 g 以 及 由 它 经 (6.8.6) 所 确定 的 
94、， 首 先 , 映 射 z 


(6.3.6) 


CT op(cJFHyaI _ 
是 从 9 的 值 群 到 p4 的 值 群 上 的 一 个 同 态 ， 从 olp(c))=1=ID， 
2LL 。 


应 有 wED, 即 p(4)=1， 因 此 o 是 单一 的 , 从 而 o 是 个 同 构 ， 另 
一 方面 , 若 p(4) <1, 则 有 QE€4= 了 HUD, 从 而 a0<1， 因 此 o 又 
是 保 序 的 。 这 证 明了 p~p4， 即 任何 一 个 赋值 与 由 它 的 赋值 环 所 
给 出 的 正规 赋值 是 等 价 的 。 从 这 个 事实 可 以 得 到 的 论断 是 ， 有 相 
同 赋值 环 的 赋值 都 是 等 价 的 . 这 个 论断 的 逆 理 也 同样 成 立 . 因 若 
gi, 8s 是 也 的 二 个 等 价 的 赋值 ,它们 的 赋值 环 分 别 是 41, 4 则 
A~ {2EP lpr) <1}, 4 一 工 2 
从 pi~ga 知 有 41 4s。 归结 以 上 的 讨论 , 我 们 有 
定理 6.7 域 的 等 价 的 赋值 具有 相同 的 赋值 环 ; 反之 也 成 
立 ， 时 z z 
” 非 阿 基 米 德 绝对 值 是 取 实 数值 的 赋值 ， 所 以 可 称 作 实 数值 赋 
值 ,或 者 一 阶 赋值 .后 一 名 称 的 含义 , 以 后 将 会 见 到 . 一 个 序 群 (了 ， 
<), 如果 满足 阿 基 米 德 公理 ,可 以 证 明 , 它 与 实数 群 的 子 群 是 保 序 
同 构 的 ， 以 下 就 吉 法 的 情形 进行 证 明 , 乘法 群 的 情形 完全 一 样 . 
“命题 2( 二 6lder) 设 (T, <) 是 以 加 法 为 运算 ,满足 阿 基 米 德 
公理 的 序 群 ,单位 元 素 为 0， 任 取 芽 中 的 一 个 正 元 素 7, 则 存在 从 
入 到 及 + 的 一 个 唯一 的 保 序 单一 同 态 0, 使 得 rc(7) =1. 
证 明 不 失 一 般 性 , 任 取 工 的 元 素 z>0, 以 及 整数 ww 则 有 整 
数 n(z), 满 足 : 
n(w)YEro < n(o) +1)7. 
若 整 数 m |n, 不 难 验 知 
m2) nv) n(w)+1 < m(w)++1 (6.3.7) 
nN nn 人 II 
因此 , 有 理 数列 | 2 52 | 是 收敛 的 。 令 
lim 2 一 oz) ER+。 (6.3.8) 


易 知 映射 o: o>ols) 
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是 从 工 到 愉 内 的 一 个 保 序 的 单一 同 态 , 并 且 c(7) =1， 现 在 设 
0 是 另 一 个 具有 同样 性 质 的 单一 同 态 . 若 ca/ 则 有 某 个 wzE 了 Zn， 
使 得 c(o) 关 ca (%w)， 不妨 设 0 (2)<m/n<o(z), 从 mn<a(z)， 
有 mo(y)<mno(z)， 即 olmY)<alnw)， 按 oa 的 保 序 性 ， 应 有 
my<nz. 于 是 


m=m0 (7)=0 mY) <o ng) =n0 (2) < ~ =m, 


矛盾 ! 因此 0 是 唯一 的 ， 四 

基于 上 面 的 命题 , 凡 值 群 为 阿 基 米 德 序 群 的 赋值 , 除 等 价 不 计 
外 ,就 是 非 阿 基 米 德 绝对 值 ， 特 别 在 值 群 为 循环 群 时 , 就 称 作 离 散 
赋值 ，Q 的 p- 进 赋值 , 以 及 五 (和 ) 的 | | 和 | |。， 都 是 离散 赋值 
的 例子 . 


在 给 出 “位 ”的 定义 之 前 ， 先 对 任 给 的 域 工 ， 以 及 卫 以 外 的 一 
个 符号 oo, 来 规定 其 闻 的 运算 如 下 :; 
8 十 oo 一 ce (EL), vs'oo=00 (2#¥0), 
oo0*00=00, H1/ oo =0 1/0= ce, 
但 对 于 ce 士 co, 0.ce,， 0/0, 以 及 coyco , 则 不 予 任何 意义 . 
定义 6.4 设 严 是 从 域 克 到 厂 U{fcey 的 一 个 映射 ， 荆 是 另 一 
个 域 , 符号 oo 满足 (6.4.1). 阁 对 耳 卫 的 任何 元 素 6, 5, 等 式 
mg& 十 划一 ra) + wb) 
(at 一 m(d)m(D) 
在 等 号 姜 边 有 意义 时 恒 成 立 ， 同 时 又 有 (TH =1， 则 称 z 是 的 
一 个 虐 值 位 , 有 时 也 简称 位 ， 若 <(c) 关 co, 称 a 为 关于 w 的 有 限 
元 ;否则 为 无 限 元 ， 特别 当 将 的 每 个 元 素 都 是 有 限 元 时 ，m 就 是 
愉 卫 到 工 的 一 个 同 构 , 此 时 称 w 为 了 的 平凡 位 
“904 « 


(6.4.1) 


(6.4.2) 


从 (6.4.2) 知 ,中 所 有 的 有 限 元 组 成 一 个 子 环 , 记 作 4-, 或 
简 作 4. mw 在 4 上 的 限制 是 4 到 工 兴 的 环 同 态 , 又 从 (6.4.D 立 
即 可 知 , 4- 是 万 的 一 个 赋值 环 , 称 作 位 w 的 赋值 环 . 

如 果 事 先 给 出 也 的 一 个 赋值 环 4, 我 们 不 难 由 此 作出 也 的 一 
个 位 ， 令 玫 是 4 的 赋值 理想 ， 又 令 w 是 从 4 到 剩余 域 4/M 的 
自然 同 态 ， 对 于 wET\4, 令 wmw(%) 一 oo0。， 只 要 取 卫 =4/ 计 ,就 
满足 定义 6.4 的 条 件 ， 因 此 , w 是 也 的 一 个 位 , 称 作 赋值 环 4 的 
正规 位 . : 

与 赋值 的 情形 一 样 , 对 于 位 也 可 以 引进 等 价 性 的 概念 ， 设 w， 
ww 分别 是 了 五 的 工 值 位 和 值 位 车 工 与 同 构 ,? 是 其 间 的 同 
构 映 射 ,并 和 且 对 于 每 个 aE 了, 丝 有 ww (4) 一 zCw(q))*, 我 们 就 称 
与 xz' 是 等 价 的 , 记 作 w~w; 此 时 有 mw =zomw， 互 为 等 价 的 位 显然 
有 相同 的 赋值 环 ， 反 之 也 成 立 ， 因 为 它们 都 与 赋值 环 的 正规 位 等 
价 . 

从 以 上 的 事实 ,结合 $6.3 的 讨论 , 可 知 位 这 个 概念 与 赋值 环 
和 赋值 都 是 可 以 互相 转化 的 。 前 在 定理 6.5 的 条 件 中 ， 曾 涉及 到 
实数 值 赋值 在 代数 扩张 中 拓展 的 存在 性 问题 ， 在 此 我 们 将 通过 位 
的 概念 -给 出 回答 ,这 就 是 以 下 的 

定理 6.8( 同 态 的 拓展 定理 ) ” 设 S 是 域 了 的 一 个 子 环 ““; 又 
设 mm 是 由 8 到 某 个 代数 闭 域 Q 内 的 同 态 , 并 且 有 wol1) 1， 于 
是 wo 可 以 拓展 成 为 到 的 一 个 2 值 位 . 

证 明 ”首先 不 妨 设 8 是 个 局 部 环 , 而 且 mo 的 核 ker mo 是 5S 的 
极 大 理想 . 因 若 kerro= 2, 它 显然 是 8 的 一 个 素 理想 ， 不 难 验 知 ， 
wo 可 以 唯一 地 拓展 成 为 由 局 部 环 5 到 0 的 一 个 同 态 ， 此 时 它 的 
核 就 是 55 的 极 大 理想 p55 同时 Sy 在 2 内 的 象 应 是 2 的 一 个 子 

规定 7(o0) 二 00. 
*#) 此 处 所 谓 子 环 , 尼 指 有 单位 元 素 的 子 环 ， 并 且 单 位 元 素 就 是 域 的 单位 元 来. 
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域 区. 

在 作 了 如 上 的 安排 后 , 先 来 证 明 一 条 引 理 : 

引 理 1 设 S 是 域 也 中 的 一 个 局 部 环 ，Z 是 它 的 极 大 理想 ， 
又 设 zEZNS， 于 是 开 在 8S[z] 与 8[z- 缮 中 不 能 同时 生成 单位 理 
想 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 假若 结论 不 成 立 , 则 有 以 下 的 等 式 成 立 ， 

1 = 20 十 2 十 十 2 (6 .4.3) 

1= qo qiw 二 + 十 gmp (6.4.4) 
其 中 p,，g; 都 属于 及 .不妨 设 mn，m 是 使 得 有 上 述 等 式 成 立 的 最 
小 正 整 数 , 不 失 一 般 性 , 令 % 宇 mm. 对 (6.4.4) 腾 以 w”. 由 于 1 一 go 生 
及 ， 所 以 它 是 5S 中 的 单位 ， 从 而 w” 可 表 作 次 数 低 于 m 的 含 z 的 
多 项 式 , 且 系 数 取 自 履 . 再 以 om 的 这 个 表 式 代入 (6.4.3) 的 右边 ， 
就 得 到 一 个 有 同样 形式 ， 但 次 数 低 于 mn 的 等 式 ， 这 与 % 的 取 法 矛 
盾 . 四 : 

现在 回 到 定理 的 证 明 上 来 . 设 用 S[w] 不 是 单位 理想 ， 因 此 它 
包含 在 SIz] 的 某 个 极 大 理想 卫 内 ， 生 有 PNS= 用 ， 令 oc 是 从 
Sf[z] 到 某 个 域 的 同 态 ， 以 了 为 它 的 核 。，o 在 SS 上 的 限制 以 好 为 
它 的 核 , 因此 与 wo 等 价 ， 不 失 一 般 性 , 不 妨 令 o 在 S. 上 的 限制 
于 mo。 此 时 有 (8S) = mo(8) = 了 设 ofo) = 志 车 十 关于 五 是 个 
超越 元 ,我 们 作 从 五 四 到 8 内 的 映射 z, 使 得 z 在 荆 上 为 恒 同 映 
射 ,z( 旭 取 0 中 任 一 元 素 .显然 ,z 可 以 扩大 成 为 同 态 , 从 而 rec 就 
是 wo 在 8[w] 上 的 一 个 拓展 ， 另 一 方面 , 若 {关于 工 是 代数 的 , 设 
它 满足 工 上 的 方程 : 

玉 " 十 C1 这 "1 十 … 十 0, 一 0， 
此 寺 间 样 可 取 7+ 在 七 上 为 恒 同 映射 ,但 ?0 应 为 上 列 方程 在 介 
中 的 任何 一 个 解 。 在 Q 是 代数 闭 域 的 所 设 下 , 这 种 选择 总 是 可 能 
的 ， 因 此 ,无 论 何 种 情形 , wo 必 能 拓展 成 为 8[o] 到 2 内 的 一 个 同 
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今 考虑 由 所 有 的 (多 ， 吧 ) 所 组 成 的 集 ， 其 中 全 是 王 中 包含 8 
的 子 环 ; 严 是 从 全 到 2 内 的 同 态 ， 而 且 是 wo 的 拓展 . 我 们 规定 
(1 ， zid) < (Ts, wg), 如果 了 iC。 同时 ms 是 mi 的 拓展 、 显然 ， 
这 使 得 集 {(T;, wy)}ses 成 一 个 归纳 的 偏 序 集 ， 根 据 Zorn 引 理 , 它 
有 极 大 元 , 令 (T, w) 是 其 中 之 一 ， 按 证 明 的 首 段 所 作 的 讨论 ,7 了 应 
是 局 部 环 ， 车 人 不 是 也 的 赋值 环 , 则 有 某 个 EF, 使 得 v 与 2 
都 不 在 人 内 . 据 引 理 1, 此 时 及 :人 T[w] 与 中-T[w- 二 不 能 同时 是 单 
位 理想 .重复 上 面 的 论证 , 将 导 至 (T, w) 不 是 { (Ti, wj)}yes 中 的 
极 大 元 ， 而 与 所 作 的 选择 矛盾 ， 这 证 明了 是 也 的 一 个 赋值 环 . 
此 时 只 需 对 ERNT 规定 m(z) = co, 就 使 得 ww 满足 要 求 , 定理 即 
告 证 明 . | 

从 定理 的 证 明 可 得 一 个 直接 的 推论 : 

推论 ” 域 中 如 果 存 在 局 部 环 ， 则 按 包含 关系 的 极 大 局 部 环 必 
然 是 域 的 赋值 环 . 

通过 定理 6.8， 可 以 得 出 有 关 赋 值 环 和 赋值 的 拓展 定理 ， 先 
考虑 赋值 环 的 情形 ， 设 4 是 域 了 的 一 个 赋值 环 KK 是 下 的 任 一 
扩 域 . 4 到 它 的 剩余 域 了 =A/ 了 有 自然 同 态 ro. 令 @ 为 丈 的 代 
数 闭 包 .于 是 wo 是 环 4 到 8 内 的 同 态 ，4 又 可 作为 区 的 子 环 ， 
按 定 理 6.8, mo 可 以 拓展 成 为 五 的 一 个 Q 值 位 m， 若 以 召 表示 
w 的 赋值 环 , 由 于 zw 是 wo 的 拓展 , 故 有 4= 五 门卫 ,换言之 , 4 在 了 
的 扩 戚 及 中 至 少 有 一 个 拓展 B. 

现在 来 考虑 赋值 的 拓展 ， 设 p 是 也 的 一 个 赋值 , 其 赋值 环 为 
4, 值 群 为 工 ， 按 上 有 段 的 讨论 ,4 在 KK 上 有 拓展 B. 今 以 Ms, Ms 
分 别 记 4 与 B 的 赋值 理想 ; 04, Us 分 别 记 4 与 如 的 单位 群 ， 易 
知 必 M4 一 PNMas U4=FPNUs， 因此 F/U4 可 以 保 序 地 所 入 
天 /Us.， 这 表明 了 由 B 所 定 出 的 正规 赋值 Js 是 4 所 定 出 的 正规 
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赋值 p94 在 及 上 的 拓展 .9 与 ps 等 价 ， 大工 与 也/U4 是 序 同 构 
网 设 4 是 -一 个 与 度 /U7， 序 同 构 的 玉 ， 同时 又 包含 也 为 它 的 子 
群 。 了 是 有 下 的 一 个 以 4 为 值 群 的 赋值 峭 它 是 g 在 入 上 的 拓 
展 . 

归结 以 上 的 讨论 , 即 有 

命题 1 设 尺 是 万 的 一 个 扩 域 ， 对 于 也 的 任 一 赋值 p, 在 
KK 上 必然 存在 它 的 拓展 是 ， 

同 态 的 拓展 定理 6.8， 是 一 个 非常 有 用 的 定理 . 现在 来 举 出 
它 的 一 些 应 用 . 

设 忆 是 也 的 一 个 子 环 ， 不 难 验 明 ， 中 所 有 关于 有 B 的 整 元 
素 所 成 的 集 是 一 个 子 环 , 称 为 召 在 闻 中 的 整 闭 包 ， 今 有 

命题 Ya 于 环 在 忆 中 的 整 闭 包 , 等 于 也 中 所 有 包 
含 总 的 赋值 环 所 成 的 
” ”证明 首先 ， 二 $ 6.3 命题 1, 有 BR 的 整 闭 包 显然 包含 在 每 个 合 
R 的 赋值 环 中 ， 反 之 , 设 EF 不 在 且 的 整 闭 包 之 内 ， 于 是 v 生 
R= 只 [2- 二 ,从 而 w~! 在 R' 中 不 是 单位 ， 因此, vw-! 含 在 R' 的 某 
个 极 大 理想 1' 之 内 ， 令 0 是 域 BR/M' 的 一 个 代数 闭 包 . 自然 
映射 BR 一 BA]M'EQ 在 玉 上 的 限制 是 从 已 到 Q& 内 的 一 个 同 态 . 
按 定理 6.8, 它 能 拓展 成 五 的 一 个 2 值 位 w. 今 以 4s 记 w 的 赋值 
环 ,显然 有 4: 二 RR， 根据 的 作法 ,有 (w-!) = 0， 的 mw)- co， 

即 zF4:. 量 

以 下 的 讨论 ; 虽 与 本 章 的 主题 无 关 ,仍然 是 同 态 拓 展 定理 的 应 
用 . 

引 理 2. 设 RES 是 两 个 整 环 ; 作为 R 上 的 代数 , S 是 有 限 生 
成 的 ， 又 设 Q 是 代数 闭 域 ， 任 取 0*cES, 必 有 0#4€, 使 得 每 
个 由 卫 到 9 内 的 同 态 o, 具 要 ol4) 大 0， 就 可 拓展 成 为 由 S 到 
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的 同 态 z, 使 得 有 r(c) 关 0. 
证 明 对 生成 元 的 个 数 使 用 归纳 法 , 因此 ， 只 需 就 一 个 生成 元 
的 情形 来 证 明 。 设 S=B[wz]. 现在 有 两 种 可 能 情形 : (1)% 是 B 
上 的 超越 元 ， 此 时 令 C=@or? 十 … 十 , 8o 玫 0, @: ER， 取 4=a，, 
车 0o:R->0 是 一 个 同 态 , 使 得 c(ao) 天 0， 据 所 设 , 9 是 代数 闭 域 ， 
故 有 &€9, 使 得 
0 (G0)6" 十 … 十 0 (0n) 关 0. 
于 是 由 zm 就 给 出 o 在 SS 上 的 一 个 拓展 7 它 满足 (co) 关 0 
(2) wz 是 及 上 的 代数 元 今 以 了 ,大 分 别 记 BR, 5 的 商 域 ,此 
时 尺 / 了 是 个 代数 扩张 .6 是 含 z 的 一 个 整 式 , 故 c 与 c EK 者 
是 地 上 的 代数 元 。 设 
boX" bm bn=0 (6.4.5) 
bo "TD" 二 .二 b= 二 0 (6.4.6) 
分 别 是 z 与 o 在 已 上 的 极 小 方程 ,其 中 6;, 0; ER, bobo 关 0， 取 
4 一 bo00， 令 ao:R->2 是 一 个 同 态 , 满足 c(o) 关 0.，c 可 以 拓展 成 
oREa-!] 一 0, 只 和 需 令 9141) = (oo(g))- 司 ， 据 定理 6.8, cl 又 能 
拓展 成 K 的 一 个 @ 值 位 w, 以 4 记 w 的 赋值 环 ， 显 然 , R[4-1] 刁 
4.， 由 (6.4.5), vw 关于 BR[o "是 整 元 素 ， 因 此 xz€4， 从 而 5S 
RL[z] 呈 4. 另 一 方面 , 07! 关于 BR[64 “也 是 整 的 , 故 cEA4A.， 这 示 
明了 6 是 4 中 的 单位 , 因此 w(e) 关 0， 设 7 是 zw 在 S 上 的 限制 ， 
它 显 然 是 o 的 拓展 ,同时 又 满足 z(0) 二 ww(c) 关 0. 
从 上 述 引 理 即 可 得 到 . 
命题 3 设 丰 [zi，…， 是 下 上 的 代数 ， 如 是 三 的 代数 闭 
包 . 车 了 FP[z1,…， 2 ] 是 域 刚 它 是 互 的 代数 扩张， 
证 明 在 引 理 2 中 , 令 R=F,S=P 了 ls, …, ol, 061. 由 
于 域 的 非 零 同 态 是 同 构 , 故 从 了 到 8 内 的 同 光 可 以 招展 成 了 lw 
到 0 内 的 同 构 ， 因 此 了 [zi mm znj/ 了 是 代 关 扩张 于 
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我 们 在 第 一 章 中 知道 ， 当 了 (zw1，…，%,) 是 了 上 的 代数 扩张 
时 ,有 万 (wi …, zw,) 一 了 [wi, …, w,]， 命题 3 可 以 作为 这 一 事实 
的 道 理 ， 另 一 方面 , 它 也 是 Hilbert 零点 定理 的 又 一 形式 , 今 前 述 
如 次 ; 设 玉 是 代数 闭 域 ,FP[X1,，…, 局 是 如 上 元 的 多 项 式 环 ， 
M 是 它 的 一 个 极 大 理想 ， 于 是 了 [及 1，…， 于 ,]/M 是 一 个 域 ， 而 
且 可 以 作为 上 的 扩 域 ， 按 命题 3, 此 时 应 有 [Xs, …， 台 ,]/ 
他 之 五 . 设 mEF 是 屯 ; 在 同 构 映射 下 的 象 ,于 是 ,对 于 每 个 (fy 
…， 及 ,) EM， 和 沸 有 f(t4,，…， aw) 一 0。 我 们 称 (@1 …，6@,) EP 
是 理想 M 的 一 个 零点 ， 上述 命题 指出 ， 当 万 是 代数 闭 域 时 ， 
[ 荆 1，…， 尺 ,] 中 任何 一 个 极 大 理想 在 中 必 有 零点 ， 对 于 
[ 邓 1，…， 了 及 j 的 任何 一 个 真理 想 T， 由 于 也 [下 1,…， 琉 溃 满 足 
升 链条 件 ， 必 然 至 少 有 一 个 极 大 理想 及 己 T， MHC 的 零点 自然 也 是 
I 的 零点 , 因此 从 命题 3 可 得 到 

推论 设 了 五 是 代数 闭 域 ,了 T 是 多 项 式 环 玉 [1,…， 耻 j 的 任 
何 一 个 真理 想 ， 于 是 工 在 Fem 中 必定 有 零点 和 暂 

这 个 结论 被 称 作 Hilbert 零点 定理 的 弱 形 式 ， 该 定理 的 完整 
形式 , 或 称 强 形式 ,就 是 以 下 的 

定理 6.9(Hilbert 零点 定理 ) 设 卫 是 代数 闭 域 ,T 是 了 [ 辽 , 
…， 及 小 的 任何 一 个 理想 ， 若 多 项 式 f= 了 1， …， 导 ,) EP[X 
…， 于 对 于 工 在 7"” 中 的 每 个 零点 (84,…, @,), 簿 有 f(g1,…， 
@,) 0, 则 必 有 "EI, m 是 某 个 正 整 数 . 

证 明 在 工 是 单位 理想 时 ,结论 自然 成 立 ， 因 此 不 妨 设 工 是 
个 真理 想 。 用 反 证 法 ， 假 设 结论 不 成 立 ， 此 时 集 S={1,，f,…， 
”外 与 工 不 相交 .在 所 有 包含 工 且 与 S 不 相交 的 理想 所 组 成 
的 集中 , 令 卫 是 其 中 的 一 个 极 大 元 . 先 来 证 明 ,，P 是 F[X1,， …， 
子 ,] 中 一 个 素 理想 因 若 卫 不 是 案 的 ， 则 有 ggi( 信 1，…， 耻 ，) 
4 也, i=1, 2, 使 得 gigas€ 了， 于 是 理想 (91, PP) 与 (g2, 了 ) 都 与 
, 810， 


相交 , 即 有 
: gp 十 Da ~ 
_ 六 = ghst Da, 
其 中 加 , haE€F[ 半 1,…, 防 ,]; P1, pzE 卫 二 式 相 乘 ,得 
f™ "= ggahihstp 
其 中 pEP. 由 gi193E€P, 故 得 f"*"EP, 蔬 盾 . 
从 了 呈 是 素 理 想 , 可知 镜 余 类 环 
PLX1, **, Hd/PF [SL, oo] 
是 个 整 环 . 现在 又 可 以 使 用 引 理 2, 此 时 以 了 与 如 [wi1,…, wn] 分 
别 作为 引 理 中 的 蚊 与 上 5， 由 于 fF 了 , 故 了 (zi,…， 2) 关 0 按 引 
理 2, 存在 一 个 由 了 [51,…, ww, 到 了 的 了 -~- 同 态 5, 使 得 有 
Tf =f(r0), ,TTn)) FO. (6 .4.7) 
但 因为 IT 三 P， 扬 Yd 的 (Tz(71)，…，7T(w,)) 是 工 的 零点 ， 因此 
(6.4.7) 与 定理 的 所 设 巴 厦 . | 


$ 6.5 赋值 在 代数 扩张 上 的 拓展 


根据 8 6.4 的 命题 1，F 的 赋值 g 在 任何 扩 域 K 上 都 有 拓 
展 ， 但 我 们 最 感 兴趣 的 , 是 区 /下 为 代数 扩张 ,特别 是 有 限 扩 张 的 
情形 。 在 这 里 ,我 们 仅 就 p 是 实数 值 赋值 ( 非 阿 基 米 德 绝对 值 的 
特 款 来 研究 它 的 拓展 的 某 些 数量 方面 的 性 质 *。 为 此 ， 先 有 一 个 
基本 事实 

命题 1 设 区 是 了 的 一 个 代数 扩张 (不 限于 有 限 扩张 ). 万 
的 实数 值 赋值 p, 在 及 上 的 每 个 拓展 也 都 是 实数 值 赋值 . 

证 明 ” 按 所 设 ，9 的 值 群 六 可 以 作为 由 实数 所 成 的 乘 法 群 ， 
令 wxE 玉 \P, 它 满足 五 上 的 不 可 约 方程 
9 一般 的 情形 见 [2]，[5]. 
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on 十 Oo 一 十 … 十 必 一 0. 
设 由 是 p 在 羽 上 上 的 一 个 拓展 . 按 $86.3 命题 1, 上 式 左边 必 有 某 
两 个 项 关于 由 的 值 是 相同 的 ， 设 刚 (io = 由 (ao ,67J 车 
Ji 则 有 由 (o 一 ) = 由 (ya 一 9(@/@i) ET, 即 (WV(o)) 人 ET'. 因 
此 ,对 任何 0 关 aE 开 ,由 (o) 都 是 正 的 实数 . 

从 上 面 的 证 明 还 可 以 看 到 ， 如 果 pp 是 耳 的 平凡 赋值 , 则 gp 在 
代数 扩张 KK 上 的 拓展 只 能 是 平凡 赋值 。 又 若 下 /了 是 个 有 限 扩 
张 , [及 :下 ] 一 n, 则 对 于 每 个 0 关 w€EK, 恒 有 (由 (0))"EI， 这 表明 
了 ,从 册 的 值 群 4 到 gp 的 值 群 二 的 映射 z 

<H>c"， 《EL (6.5.1) 
是 个 同 态 ， 由 于 4 和 了 都 是 正 实 数 的 乘 群 ， 而 且 是 无 扭 的 , 因此 
(6.5.1) 是 个 单一 同 态 , 即 4 同 构 于 全 的 一 个 子 群 . 在 Z 为 循环 
群 时 , 4 也 是 循环 群 。 这 证 明了 

命题 2 若 K/F 是 有 限 扩张 , 则 也 的 离散 赋值 在 上 的 拓 
展 也 都 是 离散 赋值 . 站 

以 下 我 们 再 引入 几 个 有 关 赋 值 拓展 的 概念 .为 叙述 的 简便 
计 , 先 有 几 个 称谓 ; 若 站 是 互 的 赋值 p 在 扩 域 KK 上 的 拓展 , 我 们 
将 简称 (下 ,四 ) 为 (F,9) 的 拓 张 ; 当 区 /也 为 代数 扩张 时 , 称 (K, 小) 
为 (五 ,9) 的 代数 扩张 ; 对 有 限 扩张 也 有 类 似 的 称谓 . 

在 9. 中 的 赋值 环 4，B; 以 及 赋值 理想 M4, Ms 之 间 , 已 知 有 
4=BNF 与 敢 ,一 Mp 几 F 的 关系 .从 而 剩余 域 玉 =A4/M4 可 以 
作为 一 B/Ms 的 子 域 .， 如 果 攻 /FP 是 代数 扩张 ,我们 称 [K: 厂 ] 
为 上 关于 孔 的 剩余 次 数 ， 设 本 ,4 分 别 是 p 和 小 的 值 群 , 显然 ,人 
可 以 作为 4 的 子 群 .我 们 称 A 关于 工 的 群 指数 (4: 工 ) 为 目 关于 了 了 
的 分 歧 指数 , 不 难 验 明 , 当 zp 是 实数 值 赋 值 时 ,pg 在 (F,9) 的 完全 化 
了 上 的 拓展 8g， 它 关 于 了 了 的 剩余 次 数 和 分 歧 指 数 都 是 1, 换言之， 
9 与 9 有 相同 的 剩余 域 和 值 群 。 以 下 ， 我 们 就 有 限 扩张 的 情形 来 
。2712 。 


型 


考虑 一 些 简单 的 性 质 . 

引 理 1 车 (KK， 四 是 (FF,，q) 的 有 限 扩张 则 由 关于 了 五 的 和 莘 
余 次 数 f=[K:F]<[K:F]. 

证 明 设 由 ,og 的 赋值 环 如 前 。 由 于 天 ， 五 分 别 是 已 4 的 
商 域 ， 所 以 只 需 证 明 。 对 于 B 中 任何 个 元 素 m4,…，o%, 如 果 它 
们 在 了 上 是 线性 相关 的 , 则 它们 在 剩余 域 K 中 的 象 元 ca，…，m 
关于 克也 是 线性 相关 的 设 

noa 十 … 十 Gram 一 个， (6.5.2) 
其 中 ga …, @,E 了 ,上 且 不 全 为 0 取 @;, 使 得 
9(0) = max{g(o)}. 
令 玉 一 ay ai 5 一 1，…, mn 于 是 有 
V104 十 Ono = 0, 
其 中 0 …，0E4, 且 0=I 由 此 立即 得 到 
Bi01 十 … 十 0 一 0 
这 是 也 上 的 一 个 线性 关系 , Fi 不 全 为 T， 因此 互 , …, 本 在 了 上 
是 线性 相关 的 ， 。 时 

对 于 分 歧 指 数 也 有 类 似 的 结果 . 

引 理 2 若 (KK, 少 是 (8，g) 的 有 限 扩 张 ， 则 出 关 于 也 的 分 
野 指数 6e= (4: 中 寺 [K:F]1. z 

证 明 设 or,…， om 是 不 中 % 个 元 素 ， 只 需 证 明 ， 如 果 wb 
…， mw 在 了 上 是 线性 相关 的 , 则 它们 的 值 妃 = 出 (@y) 所 成 的 % 个 隧 
集 5 … ,wT 了 其 中 必 有 相同 的 因由 (6.5.2)， 必 然 对 于 未 一 
对 标 导 $7, 有 站 (ais0) 一 囊 (qyoy), 即 和 pa) 一 69(87) .因此 5 = 
5 | 

对 于 这 两 个 引 理 中 的 结论 , 我 们 还 可 以 作 进 一 步 的 改进 .为 
此 , 再 列举 一 条 引 理 ， 
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引 理 8 设 ( 有 ,四 是 (PF，g) 上 的 代数 扩张 ， 对 于 B 中 元 素 
o, …，om， 如 果 它 们 的 剩余 类 da，…，m 在 了 上 是 线性 无 关 的 ， 
则 对 于 五 中 任何 一 组 元 素 1，…, 4, 恒 有 
Pata ) 一 max {g(a)}. 《6.5.3) 
证 明 当 qi, …, 0 全 为 0 时 ,结论 自然 成 立 ， 现 在 设 a 不 
”全 为 0, 并 且 9(0;) 一 Data 令 0 一 0 0 于 是 所 和 欲 证 明 
的 (6.5.3) 演 化 成 : 
z jdmtet bam) —pD) -1. (6.5.4) 
按 所 设 ,a€EB， 因 此 Dio 十 … 十 bsom 人 EB, 从 而 出 (io 十 … 十 bon) 
二 1， 车 由 (IQ 十 …: 十 Dn0,) 达 1， 则 有 
Biai 二 +… 二 +0,0, = 0., 
因为 ,= 了 1 故 a, ,mm 在 六 上 线性 相关 , 与 所 设 矛 盾 ， 从 而 证 
明了 (6.5.4). 由 
命题 3 设 (K, 由 是 (了 F, 9) 的 有 限 扩 张 ， [LK : 四 =2。， 于 是 
由 关于 了 的 分 歧 指 数 6 与 剩余 次 数 了 的 乘积 ef, 满 足 ef<n. . 
证 明 在 中 取 元 素 oi，…，oo 使 得 由 全 一 出 (am 名 = 
小 (oy) 在 因子 群 /LT 中 所 代表 的 陪 集 5 Si 是 互 异 的 . 文 
在 召 中 取 元 素 B，…，B， 合 得 它们 在 六 上 所 代表 的 剩余 
类 B1，…，Bx 关 于 了 是 线性 无 关 的 ， 今 证 明 ， 这 态 个 元 素 
{oi8;}icz1.…83o14% 在 了 上 是 线性 无 关 的 ， 因 此 , Wn。 由 此 可 
导 至 ef <n。， | : : 
假若 {osBy}i=1,.…,: jlok 关于 £ 是 线性 相关 的 , 那 就 有 


3 之 Cy0%B;=0, 
其 中 eyE 加, 且 不 全 为 0， 上 式 改 写 为 
之 (之 oj)o 一 0 (6.5.5) 
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项 ( 习 ou8))m 的 值 为 小 (如 0wB) $1， 如 果 它 类 0, 按 引 理 3, 它 应 必 


于 1。 由 于 6 不 全 为 0， 从 6.5.5) 可 以 得 出 某 个 T=&jT,， 
i 头 j， 但 这 与 所 设 矛 盾 . 因 此 ,这 成 个 mB; 在 了 上 是 线性 无 关 的 ， 
从 而 的 寺 n. 国 

在 上 述 命题 中 , 等 号 与 不 等 号 都 有 出 现 的 可 能 , 下面 将 给 出 一 
个 有 关 等 号 成 立 的 结论 *. 

命题 4 设 p 是 的 一 个 离散 赋值 ， 并 且 (8，9) 是 完全 的 ， 
车 /FF 是 有 限 扩张 , 则 [ 玉 :]=ef, 此 处 6@, 于 的 意义 如 前 

证 明 首先 ,p 在 天 上 的 拓展 是 唯 -~- 的 , 记 作 又 据 86.5 
命题 2, 山 是 个 离散 赋值 ， 令 4, B 分 别 是 9, 由 的 赋值 环 ; 二 ,4 
分 别 是 它们 的 值 群 。， 此 时 B 中 有 元 素 x， 使 得 4 是 由 由) 生成 
的 循环 群 。 我 们 称 久 为 (及 , 水) 的 一 个 素 元 ， 从 而 KK 的 每 个 元 素 
都 可 写 如 sw"， 此 处 。 是 如 中 的 单位 ,wEZ， 若 六 是 由 (生成 
的 循环 群 ， 则 由 t=sw 可 知 e 就 是 小 关 于 也 的 分 歧 指 数 (4: 卫 )， 
设 ou, …, of 是 召 中 的 了 个 元 素 ， 使 得 中，…， ay 成 为 证 关于 也 的 
一 个 基 . 按 命题 3 的 证 明 , 元 素 组 

{vioy|o=0, 二 …，e 一 五 了 = 工矿 
”在 至 上 是 线性 无 关 的 ， 现 在 证 明 ; 它 是 及 / 轧 的 一 个 基 . 设 Bz#0 
是 下 的 任 一 元 素 ， 总 可 取 aE€8,， 使 得 (4B) 1， 因 此 不 妨 就 
BE B 的 情形 进行 证 明 ， 从 a,，…, o 的 取 法 , 知 
B= boiod 十 … 十 Doroy 十 Vi， 
其 中 bo;€ 4, BiE B， 然 后 对 Bj 作 同 样 的 处 理 ,于 是 有 - 
| Bi1= bu tt bo tupBsa. 
以 此 代入 前 式 , 得 
B=: bo 二 ++ boms+ wb by0) + WBs. 

9 关于 不 等 号 出 现 的 例子 ,可 见 [5], pp. 150 一 154， 
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重复 进行 e 次 后 ,可 得 
B= Do 二 bor wb 二 十 Dio) 
十 22(062404 十 so 十 Dos) 十 …-。 
-二 ae-1(B a0 ++ bei0) +tB’, (6.5.6) 
其 中 B'E B, 其 余 的 系数 都 属于 4， 对 于 元 素 B 再 进行 如 上 的 处 
理 , 并 以 其 结果 代入 46.5.6). 于 是 有 
B= (bor-t tb ) ot (bor-t Dh) oy) 
Fu bitt01) tt bit tb1) oy) + 
+u (Deutibe t+ (bes +td!_y) oy) 
十 妇 B" 
再 对 B 作 同 样 的 处 理 , 经 过 次 演算 ,可 得 到 如 下 的 
B= ((b0t 二 601 十 … 十 北 -108-D) ow 十 … 
十 (Bor 十 怒 04 十 … 十 奴 708- 了 DD)@y) 十 …。 
十 (《06_4t 十 加 6_14 十 … 十 大 -了 00D ei 十 …: 
十 (0 十 十 于) 04) 十 丰 Bo (6.5.7) 
其 中 BE B, 其余 的 系数 取 自 4. 但 由 出 ( 世 8) <<g(tr) 二 1 知 有 
lim $B™) =0, 即 
Vlim #8B™ =—0. 
又 在 (6.5.7) 的 每 个 系数 内 所 成 的 无 穷 级 数 , 例如 
”Bo 十 Dot 十 … 十 0 六 十 …。 
都 是 9- 收 敛 的 . 据 (F, 9) 的 完全 性 ,它们 在 4 中 有 9g 极限. 因此， 
可 表 为 {Waibhi-o0,…e-4i=4,…f 的 线性 组 合 . 这 就 证 明了 元 素 组 
{wks0,…0-ti-411 是 KK 在 上 的 一 个 基 , 从 而 [K:7]=of. 有 


$6.6 基本 不 等 式 
本 节 的 内 容 , 是 继续 上 一 节 的 讨论 ,并 对 该 处 所 证 外 的 命题 作 
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进一步 的 改进 .在 有 限 扩 张 的 情况 下 ,我 们 将 证 明 一 个 涉及 折 展 
个 激 、 和 狮 余 次 数 .分歧 指数 以 及 域 的 扩张 次 数 的 不 等 式 . 最 后 再 就 
等 式 出 现 的 情形 进行 讨论 . 与 8 6.5 一样, 仍然 是 限于 实数 值 赋值 
的 迪 形 ; 又 太 /F 昼 指 有 限 扩张 ,将 不 一 一 指明 . 

设 (F.9) 的 完全 化 为 Pp 在 上 的 自然 拓展 为 %( 由 (6.2.1) 
证 规 主 的 ). 今 任 取 下 与 上 在 上 的 一 个 合成 (Lo, v7)， 对 于 
F 在 工 内 的 象 8", 我们 规定 

g(a)=9(0), o€ER, 
其 中 oz(a)， 这 显然 是 7" 的 一 个 赋值 , 而 且 (8", gr) 是 完全 
的 ， 由 于 [ 工 :F<[K: 丰 ,所 以 ;在 工 上 有 唯一 的 拓展 由 ,并 
且 (L, 由) 也 是 完全 的 :定理 6.5)， 今 以 Vio 记 遇 在 KK” 上 的 限 
制 ， 从 站 so 可 以 给 出 的 一 个 赋值 . 
po) = 由 ke(o")， cEK. 
易 见 四 是 8 在 上 的 一 个 拓展 ， 现在 来 证 明 

引 理 1 玉 与 太 在 上 等 价 的 合成 给 出 p 在 及 上 相同 的 拓 

证 明 设 (L, o, 7) zx(L, 0', 7).， 此 时 有 同 构 s:L 守 DD, 满 
尽 os -0 ,以 及 zs 一 TT， 按 Vizr，9zr 在 忆 二 上 的 拓展 分 别 为 网 
7， 今 规定 

bi) = YEL. 

于 是 如 ;是 的 一 个 赋值 ,对 于 元 素 a””=zvsla), 有 

ro) =r(0) = p80 ) = 0) = pr 0), 

aEF 
从 拓展 的 唯一 性 ， 知 有 业 ,= 业 .:， 即 对 于 每 个 YEL, 有 (7) = 
w.《7). 它们 在 天 , KK” 上 的 限 各 是 
re (0°) = ye) = reo > 
再 转 回 到 芭 上 即 得 
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由 (9) 一 山 ke(c2) = 由 kov(C7 ) 一 小 (co) ， 

换言之 , 工 与 定 出 pg 在 玉 上 的 同一 拓展 . 

这 个 引 理 的 道理 也 同样 是 正确 的 , 即 不 等 价 的 合成 在 上 定 
出 不 同 的 拓展 、 因 为 ,车 沙 与 米 是 9 在 及 上 两 个 相同 的 拓展 , 则 

bre) Wino") ,ocEK. 
令 s:0r>c”"， 它 显然 是 玉 ' 与 有 ” 间 的 一 个 同 构 ， 由 于 工 与 全 
分 别 是 ( 尼 ", 站 go) 与 (K", Wk) 的 完全 化 , 故 s 可 以 拓展 成 为 工 与 
世间 的 一 个 同 构 ， 另 一 方面 , 名 与 也 "分别 是 FP" 与 了 ”在 工 与 
中 的 闭 包 ; 由 于 F" 与 PF” 是 同 构 的 (二 者 均 同 构 于 了 ), 所 以 s 
在 户 " 上 的 限制 是 个 同 构 ,使 得 有 w” 一 2"”, n EF. 从 而 有 (L,o， 
FL, o', v'). 

引 理 2 里 值 的 每 个 拓展 都 可 由 域 的 合成 而 得 到 

证 明 设 少 是 p 在 羽 上 的 一 个 拓展 , 作 ( 玉 , 由 的 完全 化 工 . 
令 o 是 从 下 到 荆 内 的 自然 嵌入 ; 又 令 z? 是 (了 , 9) 的 完全 化 了 到 
荆 内 的 同 构 ， 于 是 , K?° 与 镶 在 工 内 生成 的 子 域 是 了 "的 一 个 有 
限 扩张 (因为 [I 了] <<[ 玉 :了 ]), 从 而 关于 由 是 完 全 的 , 这 就 应 与 
五 相等 :因此 (CL,o,7) 是 玉 与 了 在 五 上 的 一 个 合成 , 由 (三 c, 7) 
给 出 的 拓展 显然 就 是 由 | 

总 结 以 上 的 讨论 , 即 得 

命题 1 设 久 是 (F, 9) 的 完全 化 ; /FP 如 前 .于 是 9 在 区 
上 的 拓展 , 与 由 玉 和 久 在 上 的 合成 所 成 的 等 价 类 一 一 对 应 有 

从 引 理 之 的 证 明 还 可 以 得 知 一 个 事实 ， 即 如 果 由 是 玉 上 由 
(Za, 可 所 给 定 的 拓展 , 则 ( 尼 ,， 册 的 完全 化 与 研 是 同 构 的 . 

命题 1 结合 定理 5.38, 可 得 

定理 6.10 在 命题 工 的 所 设 下 ,gp 在 尼 上 的 拓展 与 玉 Qz 
的 极 大 理想 成 一 一 对 应 ， 若 由 是 与 极 大 理想 用 相对 应 的 .9 在 区 
上 的 拓展 , 则 工 = (KK@p 了 )/M 同 构 于 (K, 四 ) 的 完全 化 ， | 
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pL 下 我 们 来 讨论 jp 在 上 的 拓展 的 个 数 问题 。 先 证 明 一 个 
较 弱 的 结论 , 就 是 拓展 的 个 数 不 会 超过 [及 :FP]。 这 个 结论 可 以 从 
一 条 代数 引 理 直接 得 出 ， 

引 理 3 域 上 任何 一 个 有 单位 元 素 的 有 限 维 交换 代数 , 只 能 
有 有 限 多 个 极 大 理想 . 

证 明 设 0 是 也 上 的 有 限 维 交换 代数 ,单位 元 素 为 1. 设 MM， 
…,M; 是 0 的 个 不 同 的 极 大 理想 ; K; 为 剩余 类 域 0/M,,% 一 1 
…, 有 ， 太 ,包含 同 构 于 也 的 子 域 ， 因此， 不 妨 设 KK 都 是 了 的 扩 
域 ， 作 直 和 DD 下 : 旬 … 四 Kp， 映 射 

si:at->(8++ Mi, at+ Ma, »…, oi+ MM;) 


显然 给 出 从 O 到 也 的 一 个 同 态 , 它 的 核 是 J 一 [ YM;。 现在 证 明 ， 
s 是 满 射 的 , 首先 , 由 Mi 的 极 大 性 , 知 有 OO= Mi 二 Mx…M，== 人 Mi 十 
101 站 Max， 于 是 ，C 的 任 一 元 素 4 总 可 写 如 4=8 十 6， 其 中 
oEMI, ec€E M,N:… NN M,. 区 ri€EKkK,, 它 在 0/ Mi 中 表 如 人 一 好 十 
Mi. 于 是 又 有 ri=4 十 Mi=0 十 MMi， 其 中 cE Ms-… 几 Ms。 从 


而 
(ri， U，…'， 0) = (g++ M1, M,, ”””) M;) 


一 (0 十 人 M1, MM,, “Mi) z 

~ (c+ M1, c+ Moa, -…, 0+ M,;), 
即 (ri, 0, …, 0) 是 在 s 下 的 象 ， 同样 可 知 任 何 一 个 (0，…，0， 
r,，0，…，0) 必 然 是 0 中 某 个 元 素 在 * 下 的 象 ， 由 于 *。 是 同 态 ， 
所 以 也 的 任 一 元 素 (r1,，…，7») 都 可 作为 O 中 元 素 的 象 ， 即 s 是 
满 射 的 ， 由 此 得 知 

[O: PI>ID:F] -SEF]. 
这 就 证 明了 2 的 个 数 不 超 过 [O: 丰 ， 。 / 
当 尺 /了 是 有 限 扩 张 时 , 已 知 [K@F: 拉 <[K:F], 即 K@® 
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六 满足 引 理 3 的 前 设 ， 因 此 ,KF 所 含 极 大 理想 的 个 数 , 从 而 0 
在 五 上 的 拓展 个 数 , 至 多 只 能 等 于 长 /了 的 扩张 次 数 [K:]. 
现在 令 Mi …，M; 是 及 @ 太 的 全 部 极 大 理想 ， 于 是 人 CDF 
的 Jacobson 根 是 了 = Main…PnaM， 从 而 有 天 QZ/ 万 四 … 
电厂, 其 中 工 =K@F/M;. 上 面 已 经 指出 , L; 同 构 于 天 关于 9 的 
拓展 由 的 完全 化 ， 我 们 称 扩张 次 数 %%= [ 工 : 外 为 下 关 于 由 的 
局 部 次 数 . 今 有 
n= BL: 人 < <[KOF:FI<IR:F]. (6.6.1) 


在 $36.4 中 曾经 指出 ,gp 作为 在 上 的 拓展 , 它 与 原来 的 gg 具有 相 
同 的 剩余 域 与 值 群 ， 因 此 , 由; 关于 了 的 剩余 次 数 和 分 歧 指 数 ， 也 
就 等 于 它 关 于 了 的 剩余 次 数 和 分 歧 指 数 ; 今 分 别 以 天 和 6 来 记 它 
们 ， 按 $6.5 的 命题 3, 结合 以 上 的 (6.6.1), 即 有 如 下 的 

定理 6.11 设 玉 / 丸 是 有 限 扩张 ， 若 下 上 的 实数 值 赋 值 p 
在 基 土 有 个 不 同 的 拓展 加, …, 由 ,它们 关于 了 了 的 分 监 指数 和 
剩余 次 数 分 别 为 6@1,…', 6 和 广 ,…， fr, 则 有 以 下 的 不 等 式 成 立 . 


Sof<[K:F]. 站 (6.6.) 


这 个 不 等 式 称 为 赋值 拓展 的 基 本 不 等 式 ， 此 处 是 就 实数 值 赋 
值 证 明 的 , 但 对 于 任意 的 赋值 也 同样 是 正确 的 , 见 [2]，[ 坏 . 

以 下 我 们 就 单 代数 扩张 来 给 出 一 个 确定 拓展 二 - 数 的 方法 . 设 
及 = 了 (wu), 4 在 了 上 的 极 小 多 项 式 为 m( 们 )， 于 是 KFLX]/ 
(m( 导 ))， 若 访 是 也 关于 gp 的 完全 化 则 有 KrP~FLX]/ 
Cm( 及 )). 设 m( 及 ) 在 玉 上 分 解 成 

mF)=m(R)ma(X) 
其 中 每 个 mj( 卫 ) 都 是 首 系 数 为 1， 且 在 信 上 为 不 可 约 的 多 项 式 . 
于 是 疡 [了 ]/《m( 导 )) 的 极 大 理想 只 能 是 CC 全))/ (m( 玉 )), j= 
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1,…, 有， 从 而 9 在 到 上 至 多 只 有 户 个 不 同 的 拓展 , 设 为 灿 , j= 
1,…, 及， 如 果 册 是 对 应 于 (my( 王 ))/(m( 驻 )) 的 拓展 , 根据 上 面 
的 论证 ,可 知 ( 玉 , 轴 ) 的 完全 化 同 构 于 了 [XZ]/(m(X))/(m(3))/ 
(ml(£))TF[TI/ mT)). 特别 在 有 限 可 分 扩张 的 情形 ， 可 以 
证 明 以 下 的 

命题 2 设 K/F 是 有 限 可 分 扩张 ,4 是 它 的 一 个 本 原 元 . 又 
设 包 在 五 上 的 极 小 多 项 式 m( 卫 ) 在 (F，9) 的 完全 化 芳 上 分 解 成 

0 下 ) 一 01 站) 0 三 )， 
于 是 ， 实 数值 赋值 p 在 区 上 恰 有 个 拓展 由 ,， 并且 [K:F]= 
六 ww 其 中 避 是 下 关于 遇 的 局 部 次 数 . 
” ”证明 命题 的 第 一 部 分 从 定理 6. 入 立即 可 得 . 由 于 [及 ]/ 
(m( 靶 )) 的 极 大 理想 是 (ros( 信 ))/ (mm)), 34， …， 包 押 以 蕊 
的 Jacobson 根 是 (0)， 因 此 
FI[X1/(m(X)) FIZI/(m(X))D: OFXI /ma(X)). 

FLX]/ Cm ( 芭 旋 同 构 于 五 关于 加 的 完全 化 上 i， 它 在 三 上 的 扩 


张 次 数 就 是 下 关于 由 的 局 部 次 数 mw, 因此 有 
[KEK:F]= [KO@rF:F] = [FLT]/(m(F)) A 


-Sh :了 7] = -Dw 
这 个 命题 结合 $6.5 的 命题 4 即 得 
命题 3 设 (P， 人 是 个 离散 峰值 的 域 ， 又 设 玉 / 为 有 限 可 
分 扩张 . 车 由 …, 内 是 9 在 刁 上 的 全 部 拓展 , 则 有 
区 :本 =- 衬 oj (6.6.3) 


成 立 , 其 中 ei f; 的 意义 如 前 ， 量 
当 基 本 不 等 式 46.6.2) 中 出 现 等 号 时 ， 我 们 称 它 作 基 本 等 
起 
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S$6.7 Hensel 赋 值 


域 也 的 一 个 赋值 p**， 如 果 在 了 的 任何 代数 扩张 上 都 只 有 一 
个 拓展 ， 我 们 就 称 它 是 五 的 一 个 责 ensel 赋值 ， 它 的 赋值 环 为 
Hensel 赋值 环 , 或 者 说 (了 , 9) 是 个 Hensel 赋值 域 。 这 种 赋值 
具有 特别 重要 的 意义 , 在 本 节 中 我 们 将 对 它 进 行 刻 划 , 而 且 不 限于 
实数 值 赋值 的 情形 . : 

首先 ,如 果 及 是 上 任何 一 个 纯 不 可 分 扩张 ,p 在 玉 上 就 只 
能 有 一 个 拓展 , 因 车 加 , 炎 是 9 在 玉 上 的 两 个 拓展 ;对 于 任何 a€ 
K， 必 有 某 个 nEN, 使 得 er?=wEF, 从 而 (0))"= (ys(0))"= 
pl(q)， 但 g 的 值 群生 总 可 嵌入 一 个 有 序 的 可 除 群 业 之 内 ， 且 
全 是 无 捏 的 ， 故 je= gp(g) 在 4 中 只 有 唯一 的 解 ， 这 就 示 明 了 
(ai 一 由 af oo) ;从 而 二 ws. 

根据 这 个 事实 , 要 判别 下 的 赋值 是 否 成 为 Hensel 赋值 , 只 需 
考虑 了 的 可 分 代数 扩张 ， 下 面 的 命题 是 极为 明显 的 , 它 的 证 明 今 
从 略 . 四 

命题 1 gp 成 为 也 的 Hensel 赋值 ， 当 上 且 仅 当 p 在 万 的 每 个 
有 限 可 分 扩张 上 都 只 有 唯一 的 拓展 , 或 者 ,9 在 了 的 可 分 代数 闭 包 
内 只 有 唯一 的 拓展 ， 重 

对 于 Hensel 赋值 , 可 证 明 一 个 类 似 于 定理 6.5 的 结论 ， 

命题 2 设 p 是 了 的 Hensel 赋 值 ，K/F 是 一 个 Gdalois 扩 
张 ， 对 于 每 个 0xaE 天 ,如 果 它 在 到 上 的 极 小 多 项 式 为 

0 久生) 一 天 "十 0 不 和 十 十 Gn， 
则 gp 在 及 上 的 唯一 拓展 由 可 由 下 式 给 出 z 
出 (a) = V 9 (0,); (6.7 .1) 
*” 指 非 平凡 赋值 , 以 下 同 。 
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同时 又 有 / 
V g(a) > \/ 9(a)), J=1,， 。，% 一 工 . (6.7.2) 

证 明 设 由 是 gp 在 及 上 的 拓展 .对 于 每 个 EAut(K/F)， 
由 沙 (%) = 小 (r(z)) 显 然 给 出 9 的 又 一 个 拓展 . 但 从 拓展 的 唯一 性 
知 有 岂 (z) = 网 (r(z)) 成 立 . 现在 设 6 的 了 了 - 共 思 元 素 为 a=71(0)， 
za(o，…，m(o， 于 是 有 (一 1)"m=za(a)…m(o) ， 从 而 立即 可 
得 出 (6.7.1). 四 

由 于 @ 是 {v1(0),…, Tw。(0)} 的 第 7 个 初等 对 称 函数 , 它 的 每 一 
项 都 是 了 个 (ao) 的 乘积 ， 从 而 p(o) 不 能 超过 了 个 由 (ri(o)) 的 
乘积 中 之 最 大 者 , 即 

Pla) Smax{h ra(o0)) n,m) ) ,ern 
= (WP)) = (p08)) Dh, 
因此 (6.7.2) 成 立 .。 和 
”对 于 Hensel 赋值 ， 我 们 也 可 以 从 域 的 内 在 性 质 来 进行 刘 划 

也 就 是 从 赋值 环 方面 来 给 出 它 的 特征 . 今 从 以 下 的 引 理 开始 : 

引 理 1 设 4 是 五 的 Hensel 赋值 环卫 , zw 分 别 是 它 的 剩余 
域 和 由 4 所 定 的 正规 位 ， 对 于 4 [对] 中 任何 一 个 首 系 数 为 1 的 
不 可 约 多 项 式 p( 瑟 )， 它 在 位 严 下 的 象 pr “(ZY) 将 是 素 [ 和 ] 中 某 个 
不 可 约 多 项 式 的 短 、 、 


证 明 对 于 degp( 下 ) = 工 的 情形 ， 结 论 自然 成 立 . 因此 , 设 


degp( 尺 )>>1; 又 设 玉 是 2( 开 ) 的 一 个 分 裂 域 , a€E KK 是 PS) 一 0 
”的 一 个 根 . 4 在 玉 上 的 唯一 拓展 设 为 B, 由 它 所 确定 的 正规 位 记 
作 耳 ， 显然, 卫 是 ww 的 一 个 拓展 ， 对 于 rE Aut(K/F), 令 
~ (Hen)s=H(r(%)), 2EK. 
于 是 了 oz 也 是 二 在 玉 上 的 一 个 拓展 ， 它 的 赋值 环 同样 是 4 在 
上 的 拓展 , 即 等 于 B， 从 而 Toez 与 也是 等 价 的 , 故 有 
GE Aut(K/F,), 
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使 得 Tor=0o 厅 ， 于 是 or(X) =0 的 很 都 在 
{H(z(o))|r€E Aut(K/F)} 
之 内 ,也 就 是 在 
{0(11(@))|9€ Aut(K/F)} 
之 内 这 就 证 明了 三 (o) 在 素 上 的 极 小 多 项 式 是 能 整除 pr( 了 ) 
的 唯一 不 可 约 因 式 ， 
在 作 进一步 讨论 之 前 ， 我 们 先 对 赋值 环 引 进 一 个 被 称 作 
Hensel 条 件 的 性 质 . 
设 4 是 万 的 一 个 赋值 环 ,x 的 意义 同 前 ， 车 对 于 4 上 任 一 
多 项 式 


f (KX)=a0R"+oT" td, aox0 (6.7.3) 
只 要 有 


f°(X)=a0R"+ ta nR"”, n>m>0a_n¥ 
(6.7.4) 
f(X) 在 卫 上 就 是 可 约 的 . 
当 赋 值 坏 4 具有 上 述 性 质 时 ， 我 们 说 4 满足 Hensel 条 件 ， 
今 有 
命题 3 ”Hengel 赋值 环 满 足 Hensel 条 件 . | 
证 明 ”我 们 先 来 证 明 一 个 事实 ; 当 g 是 Hensel 赋值 时 , 万 上 
的 多 项 式 
f(X)=a0X"T to, Go 天 0 
如 果 在 上 是 不 可 约 的 , 则 必 有 
PG) Emax{p(g0), an)}, Go=1,%, %—1.(6.7.5) 
分 两 种 情形 来 讨论 : 设 pkco 三 plas)， 进 时 pco)7/P(co) 之 1 
假 知 (6.7 . 吕 不 成 立 , 则 有 某 个 ?和 7 入 ”一 二 使 得 9(@y) >9p(a,)， 
从 而 9p(@;)/8(a0)>>p(as)/9(ao) 之 1， 因此 有 


*) 对 于 qs-m 以 前 的 系数 不 作 任何 要 求 。 
9 CO4。 


Mp/ do0) > VP to) > 以 GCTao)， 

这 与 (6.7.2) 相 矛盾 .。 

其 次 设 p(co) gp(0,)， 若 有 9(8j)>>p(ao), 则 9(《@/@0) >1, 
从 而 WA g(a/40) >>1>YV pla/ao), 与 (6.7.2) 相 矛盾 . 

利用 以 上 的 事实 , 现在 来 证 明 引 理 ， 设 4 是 Hensel 赋值 环 ; 
w 是 它 所 定 的 正规 位 ;9 是 正规 赋值 ， 设 f( 卫 ) 由 (6.7.3) 所 给 出 ， 
并 且 满 足 (6.7.4)， 如 果 f( 卫 ) 在 上 不 可 约 ， 按 以 上 证 明 的 
事实 ,应 有 (6.7.5) 成 立 ， 因 此 ,在 (6.7.4) 中 应 有 aox*0, 即 g(ao) 
一 工 此 时 


fF) FR)= HHAR tt d/o 
0 


是 4 上 的 多 项 式 , 且 在 了 上 不 可 约 . 但 
f7Y(XF)= 了 "十 … 十 go- 区 "一 人 "十 … a’ m) ， 
: 10 
它 不 是 也 上 某 个 不 可 约 多 项 式 的 智 ， 从 而 与 引 理 1 的 结论 相 巴 
盾 . 因此 i( 陡 ), 从 而 f( 卫 ), 在 了 上 是 可 约 的 , 即 4 满足 Hensel 
条 件 . | z | 
命题 3 的 道理 也 是 成 立 的 ;为 证 明 计 , 我 们 再 给 出 以 下 的 引 理 ; 
引 理 2 人 4 满足 Hensel 条 件 ， 则 对 于 万 上 任 一 不 
可 约 多 项 式 (6.7.3)， 必 有 (6.7 .5) 成立 ， 其中 2 是 一 个 以 4 为 赋 
天 的 邮 们 、 
证 明 假 行 (6.7.5) 不 成 立 , 则 对 于 某 些 wm,1<i<n 一 1, 将 有 
9(g)>>max{p(m)，gp(g,)}。， 令 7) 是 具有 这 一 人 性质 的 最 大 标 号 ， 


于 是 . 广 ( 民 ) = 元 J(CE)E4IZ]， 并 且 

C= >ij>0, 

按 Honsel 条 件 ， 此 时 及 (及 ) 在 了 上 可 约 ， 从 而 (了 ) 也 在 万 上 
: ,225 。 


可 约 ,矛盾 . | : 
现在 转 到 主要 的 课题 上 来 . 我们 要 证 明 , 任何 以 4 为 赋值 
环 的 赋值 p, 当 4 满足 Hensel 条 件 时 , 就 是 Hensel 赋值 ， 根 据 
命题 1, 不 失 一 般 性 , 只 需 对 玉 /F 是 有 限 Galois 扩张 的 情形 来 考 
外 , 设 [ 及 :Fs, 又 设 0 关 aE 在 了 上 的 极 小 多 项 式 为 
"二 m1 十 … 二 
令 0) ~ glan), (6.7.0) 
先 证 明 册 是 gq 在 玉 上 的 一 个 拓展 ， 为 此 , 只 需 验 证 定义 6.2 中 的 
条 件 (3)，(4)， 由 于 [及 : 丰 =s， 玉 中 每 个 元 素 都 满足 一 个 s 次 
的 域 多 项 式 ， 同 时 ， 元 素 的 域 多 项 [ 式 等 下 它 的 极 小 多 项 式 的 一 个 
赛 ， 由 些 即 可 得 知 
Yo Nero). 
因此 bm) = pON /ro)). 
设 0 天 BEK 是 另 一 元 素 , 其 极 小 多 项 式 为 
LD. i 
于 是 4(B) 一 V pbm) = MPN EB)), 
出 Nrr(oB) =Ng/p(o) Nr B), 可 得 
(一 WCG 
一 PCNAp(OD) VoN E/E)) 
= (a) (8B), 
即 定义 6.2 的 条 信 (3) 成 立 ， 欲 验证 条 件 (4)， 只 需 对 于 业 (@) 之 ] 
来 证 及 由 (1 十 @) 六 出 (o) 即 可 。 设 «的 极 小 多 项 式 如 前 ， 此 时 
p(n) = (V0))">1. 
由 引 理 3 知 有 
Pa) < ho) )". (6.7.7) 
另 一 方面 ,元 素 1+w 的 极 小 多 项 式 可 以 从 。 的 极 小 多 项 式 4 又 代 换 
下 = 了 一 一 而 得 ; 它 的 稼 量 项 为 
.235 。 


0 = 一 ni 十 Qn_2 十 十 (一 1)” 
据 (6.7.7), 有 glds) 志 (Ww(a))", 从 而 得 到 
(Iio))" 9d) (ys(0))", 
即 由 (I 十 0) 志 由 (ga)， 这 证 明了 由 (6.7， 6) 记 规定 的 由 是 p 在 玉 上 
的 一 个 拓展 ， 为 了 证 明 由 的 唯一 性 ,我 们 还 需要 一 条 引 理 ， 
引 理 3 在 引 理 2 的 所 设 下 ,大 
p(T)= RX" to 
是 上 的 不 可 约 多 项 式 , 则 有 
po) SEPA) Ss=1, ,nn, 
证 明 设 玉 是 p(X) 的 分 裂 域 ,m4,…，o 是 它 的 mn 个 零点 . 
上 而 已 经 证 明 , 在 当前 的 所 设 下 ,8 在 天 上 有 一 个 拓展 几 并 且 
= 人 (DY 
由 于 p( 对 ) 的 系数 w 是 i，…，om 的 第 “个 初等 对 称 函 数 ， 它 的 
每 一 项 都 是 m，…，om 中 宇 个 o% 的 乘积 ， 从 而 在 赋值 由 下 所 到 的 
值 为 (2(co)) 因此 引 理 的 结论 成 立 .、 上 
命题 4 若 (，9) 的 赋值 环 4 满足 Hensel 条 件 ， 则 2 是 个 
Haensel 赋值 . 
证 明 在 引 理 3 之 前 ， 我 们 已 经 对 下 上 的 有 限 Galois 扩张 
KK 证 明了 ,由 (6.7.6) 所 规定 的 出 是 89 在 太 上 的 一 个 拓展 .现在 
只 需 证 明 它 的 唯一 性 ， 假 若 结论 不 成 立 , 则 9 在 天 上 有 另 一 个 扫 
展 册 . 二 是 对 于 某 个 waE 玉 ， 有 内 oo) 关 册 (o). 设 w 在 互 上 的 极 小 
多 项 式 是 引 理 3 中 的 2(). 若 山 (o) > 由 oa 则 有 
V0) >Y pa), 
从 而 yo) = 0 ) ">p(0) 
po) = WA > (0 pe)) 
> (WW (0)) DCca) ( 引 理 3)， 
即 bo)>peDh (0), 6%=1,.,% 
+ 347 ， 


但 这 与 < 是 2(X)=0 的 根 这 一 事实 相 矛 盾 . 若 册 (oa) 过 (0@), 经 
同样 的 演变 可 得 出 
Pa) > 出 (o 9mm), $=1,.…, w~1 

同样 导 至 一 矛盾 .因此 应 有 由 = 由. E 

命题 3 和 命题 4 给 出 了 关于 Hensel 赋值 的 一 个 刻 划 : 

定理 6.12 《〈 了 ,0) 是 Hensel 赋值 域 ， 当 且 仅 当 9 的 赋值 环 
4 满足 Hengsel 条 件 . | 

Hensel 条 件 实质 上 是 对 赋值 环 上 多 项 式 的 可 约 性 的 一 个 羯 
别 法则 , 它 还 可 以 表达 如 次 : 

“ 引 理 44 设 4 是 五 的 一 个 Hensel 赋值 环 : ww， 了 的 意义 同 
前 ， 又 设 人 (人) < 4[X] 是 首 系数 为 1 的 多 项 式 ， 若 f"( 叉 ) 在 了 
上 分 解 成 : 
f"(X)=g(X)RT), 
其 中 g, 名 是 玉 上 首 系 数 为 单位 元 素 的 、 次 数 之 I 的 互 素 多 项 式 ， 
则 了 (对) 在 4[ 圣 ] 中 可 分 解 为首 系 数 为 1 的 多 项 式 之 积 . (XX)= 
9( 字 )a( 革 ), 且 有 
9"( 有 )=g( 及 ); (XX)=h(F). 

证 明 首先 证 明 如 下 的 论断 : 若 A) 在 了 (了 ) 中 分 解 为 
三 ( 对 )fa( 于 ), 其 中 1( 卫 )， fa( 玉 ) 的 首 系数 都 是 1, 则 fi( 对 ) E 
4[ 了 ,5=1 2 设 6 是 人 放 (X) 的 系数 中 第 p(6) 为 最 大 的 第 一 
个 (从 最 高 次 项 算 起 ); 5; 是 户 ( 工 ) 的 系数 中 值 为 最 大 的 第 一 个 .于 
是 户 ( 习 )/os 与 .aa(X )/0: 部 属于 4[], 从 而 

(fai)/as) falR)/D) = FI) /a bE ALX1, 

并 且 其 中 含 福 "' 的 系 数 是 4 中 的 单位 . 今 DeCf), olfi), cl fa) 
分 别 表示 (对 )， 扩 (了 )， fs 了) 的 系数 就 赋值 gp 所 取 的 最 大 
值 . 于 是 有 c《f) 一 e(fDc(f2)， 在 昕 设 AX)EA[LX] 的 情形 下 ， 
cj) =1， 另 一 方面 , 由 于 (证), fa( 蔷 ) 的 首 系 数 都 是 1， 故 有 
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0(f0) 之 1, = 二 2. 从 而 应 有 of)=c(fa) = 二 即 广 (总 )，ja() 
都 属于 4 [了 ]， 

今 设 (于 ) 在 五 上 分 解 为 首 系数 为 1 的 不 可 约 因 式 之 积 . 
(于)…ps( 卫 )， 按 上 面 所 证 的 事实 , 这 些 因 式 都 是 4 上 不 可 约 
多 项 式 ， 由 引 理 1, PY( 王 ) 应 为 上 某 个 不 可 约 多 项 式 之 乔 ， 由 
于 了 ( 开 ) 与 无 ( 生 ) 是 互 素 的 ， 所 以 每 个 契 ( 民 ) 只 能 属于 其 中 的 一 
个 ， 今 以 g( 且 ) 表 示 这 样 一 些 p:( 卫 ) 的 积 ,使 得 经 xw 映 射 于 9(X) 
的 因 式 ; 而 以 h( 且 ) 表 其 余 的 pj( 子 ) 之 积 ， 于 是 有 

f()=g(X)h(T), 
同时 满足 (对 ) 一 g《( 了 ) 以 及 加 (X) 一 h( 邓 ). | 
这 个 结论 又 可 称 作 首 系数 为 工 的 Hensel 引 理 . 
”对 于 Hensel 赋值 域 , 下 面 的 引 理 是 个 很 有 用 的 结论 : 
_ 引 理 5( 了 rasner) 设 (8,g) 是 Hensel 赋值 域 ; 2 是 了 的 代 
数 闭 包 ，9 在 9 上 的 唯一 拓展 仍 记 作 p， 又 设 wEQ\F 是 关于 了 
的 一 个 可 分 元 , 令 
z 和 一 min {po —o)}, 
其 中 ox 遍 取 与 a 共 思 , 但 天 a 的 元 素 ， 若 BEQ 满足 
9p(a—B)<N 
则 有 (oD)EF(B). 
”证明 按 所 设 , a 是 五 上 的 可 分 代数 元 , 故 有 >0， 设 rE 
Aut(Q/F(B))， 由 于 共 固 元 素 关 于 gp 取 相 同 的 值 , 故 有 
p(B—o)=9((B8—0))=9(B—r(m)) =p(B8—o). 
另 一 方面 ,由 : : 
pla—a)—p(o—B+B—o) <max{p(B—o), p(B—o)}<‘AT 
出 a=g， 因 此 aE8(8), 从 而 FCOEF(B).， 里 
”以 上 的 讨论 , 并 不 限于 op 是 实数 值 赋值 的 情形 。 作为 本 节 的 
: . 999 . 


结束 ， 我 们 再 就 实数 值 赋 值 的 特 款 来 给 出 Hensel 赋值 域 的 另 一 
个 刻 划 。 首先 注意 一 个 事实 ， 即 当 (P， 人 内) 是 完全 域 时 ， 按 定理 
6.5, p 在 了 的 任何 代数 扩张 上 都 只 有 唯一 的 拓展 , 换言之 , (了, p) 
是 Hengel 赋值 域 ， 至 于 (了 了, 9) 不 为 完全 域 , 则 有 以 下 的 结论 : 

命题 5 实数 值 赋值 域 (F, gq) 成 为 Hensel 赋值 域 , 当 且 仅 当 
在 (也 , gp) 的 完全 化 了 了 内 是 可 分 代数 封闭 的 ， 

证 明 ”必要 性 ， 设 aE 了 是 卫 上 的 一 个 可 分 代数 元 ， 如 果 
a 生 卫 , 则 a 的 极 小 多 项 式 m( 计 ) EF[] 在 上 至 少 有 两 个 互 素 - 
的 多 项 式 因 式 。 按 86.6 命 题 2, 9 在 (0) 上 至 少 有 两 个 不 同 的 
拓展 ,矛盾 . 

充分 性 ， 假若 9 不 是 Hensel 赋值 , 则 gp 在 他 中 某 个 可 分 代 
数 子 域 古 (a) 上 应 有 多 于 一 个 的 拓展 .， 设 a 关于 也 的 极 小 多 项 式 
为 m( 肝 )， 由 寺 9 在 (wm) 上 的 拓展 数 等 于 m( 邓 ) 在 也 上 的 因 式 
个 数 , 即 m( 子 ) 在 [对 ] 中 有 真 因 式 yg( 陪 )， 方 程 9( 驻 ) =0 的 根 
都 是 @ 关 于 了 的 共 思 元 , 因此 是 五 上 的 可 分 代数 元 ， 从 而 g( 半 ) 
的 系数 都 是 了 上 的 可 分 代数 元 。 由 所 设 , 应 有 g( 全 )E8 [下 1， 从 
而 g( 卫 )|m( 子 ), 蔬 盾 . 


$6.8 非 分 歧 扩张 与 纶 分 层 扩张 


在 本 节 中 , 我 们 要 讨论 赋值 域 (了 ,9) 的 代数 扩张 与 剩余 域 玉 
的 扩张 间 的 关系 .这 部 分 内 容 属 于 分 歧 理 论 的 范围 , 但 我 们 仅 限 于 
对 实数 值 Hensel 赋值 进行 讨论 ， 以 下 将 不 一 一 指明 。 我 们 还 限 
制 所 讨论 的 代数 扩张 如 包含 在 万 的 一 个 代数 闭 包 之 内 .pp 在 9 
上 的 唯一 拓展 今 记 作 go, 其 他 的 记 法 、 符号 均 同 于 以 上 各 节 . 首 
先 , 在 所 设 的 情形 下 , 有 
引 理 1 〈2,，9po) 的 剩余 域 妨 是 卫 的 代数 闭 包 . 
证 明 设 a€8。， 按 所 设 , 在 (2，9o) 的 赋值 环 Bo 内 应 有 茶 
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个 0 使 得 %=m(a), mw 是 Bo 所定 的 正规 位 ， 令 w 在 五 上 的 极 小 
多 项 式 为 m( 卫 )， 由 $6.6 命题 3 的 证 明知 有 m(X)EA4[X]. 
因此 m”"( 卫 ) EF[ 了 ], 并 且 m"《a) 一 0 这 证 明了 0/ 了 是 代数 扩 
张 ， 

设 了 (全) EF[X] 是 任何 一 个 首 系 数 为 单位 元 素 的 多 项 式 ， 
deg f( 了 )>1， 作 4 上 首 系 数 为 1 的 多 项 式 f( 卫 )， 使 得 有 
deg f( 且 ) degf (全 ), 以 及 f"( 玉 ) 二 了 (于 )， 按 所 设 , (了 ) 在 人 Q 
上 分解 成 一 次 因 式 之 积 ， 又 由 8 6.7 引 理 4 的 证 明知 , f( 子 ) 分 解 
成 Bo[ 筷 ] 中 一 次 因 式 之 积 , 从 而 7 了)=. 产 (X) 在 2[Z] 内 分 解 
成 一 次 因 式 之 积 , 这 证 明了 如 是 也 上 的 代数 闭 包 ， 时 

定义 6.5 设 (K， 少 是 (F，9) 的 一 个 有 限 扩 张 ， 车 以 下 的 
条 件 成 立 

(D) [KEK:F]=[K:A., 

(2) K/ 玉 是 可 分 代数 扩张 ， 
则 称 (K, 太 ) 是 (F, 9) 的 一 个 非 分 歧 扩 张 , 有 时 也 简称 尼 / 了 为 非 
分 歧 扩 张 . 

据 $ 6.5 中 所 证 明 的 事实 , 此 时 小 关于 也 的 分 歧 指 数 为 1. 
有 

命题 1 由 (7, p) 在 Q 中 所 有 非 分 睹 扩张 所 成 的 集 , 与 也 上 
记 有 有 限 可 分 扩张 (在 5 内 ) 所 成 的 集 , 二 者 之 间 存 在 释 合 对 应 ， 

证 明 设 了 F(a) 是 上 一 个 有 限 可 分 扩张 ,并且 FC(@)E9. 
又 设 a 在 上 的 极 小 多 项 式 为 元 (了 )， 在 4[ 卫 ] 中 作 一 个 首 系 
数 为 1 的 多 项 式 m( 于 ), 使 得 与 元 ( 卫 ) 有 相同 的 次 数 , 并 且 

m"( 玉 ) = 完 (下). 
于 是 m( 政 ) 在 上 是 不 可 约 的 . 因 若 不 然 ， 则 m( 玉 ) 在 4[ 了 ] 中 有 
分 解 , 从 而 元 ( 习 ) 在 丈 [ 和 ] 内 可 分 解 ,矛盾 . 今 在 已 中 任 取 人 (总 ) 
-0 的 一 个 根 a， 又 令 玉 =8(a)， 设 gp 在 及 上 的 拓展 为 如 
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(KK, 少 ) 的 剩余 域 为 上 六， 可 以 取 a 为 在 标准 同 态 下 的 象 , 于 是 有 

deg m(X)- [KEK:F]>[K:F]>[IF (a):F] -degmn(X). 
因此 [ 玉 :] = [KK: 本 一 [F(a):F]， 即 (K, 内 是 (F， 由 的 一 个 
非 分 歧 扩 张 :同时 也 证 明了 也 的 每 个 有 限 可 分 扩张 都 可 以 作为 至 
的 某 个 非 分 歧 扩 张 的 象 ， 

其 次 要 证 明 , 对 于 也 上 给 定 的 有 限 可 分 扩张 ,只 能 有 也 的 一 
个 非 分 歧 扩 张 以 它 作为 剩余 域 ， 假设 前 面 的 F(a) 除 了 是 的 
剩余 域外 , 又 是 另 一 个 非 分 歧 扩 张 ( 玉 ,， 内) 的 剩余 域 , 则 有 

[K’:F1= [KK:F=[K:F]. (6.8.1) 
令 mm( 下 ) -0 在 2 内 的 根 为 -ae，…，m， 由 mr( 马 )= 殉 ( 工 ) 
的 可 分 性 , 知 古 , …, 是 互 异 的 ， 因 此 应 有 po(ow 一 o) = 工 
j、 从 而 N=—min{po(%—0)} =—1. 设 BEK' 满足 6=a,， 于 是 
go(B 一 0 过 1， 按 $6.7 引 理 5, 此 时 应 有 
K-=F(OEP(AER.. 


再 按 (6.8 1) 即 得 KK'= I 

人 入 基 的 证 明了 有 

推论 1 Q 内 的 有 限 子 扩张 玉 / 了 ,成 为 非 分 赎 扩 张 的 必要 充 
分 条 件 是 及 = 玉 (0), 这 里 a 是 4[ 叉 ] 中 某 个 首 系数 为 1 的 多 项 式 
f( 王 ) 的 零点 ,同时 站) 只 有 单 零点 ， 

推论 2 设 玉 , 工 是 五 在 Q 中 的 二 个 非 分 歧 扩 张 ， 于 是 从 
KCL 可 得 出 KEL 

证 明 ”由 于 工 可 以 作为 多 上 的 可 分 代数 扩张 , 因此 有 下 上 
的 非 分 歧 扩 张 (在 8 内 )， 使 得 五 = 三 ， 由 命题 知 Zi= 工 即 
EEL. | 

对 于 好 上 任何 一 个 有 限 扩 张 及 ， 我 们 不 难 求 得 一 个 唯一 的 、 
按 包 含 关 系 为 极 大 的 非 分 赎 子 域 ， 从 命题 1 的 证 明 , 可 知 有 限 扩 
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张 尺 /FF 的 可 分 部 分 , 即 了 在 下 内 的 可 分 代数 闭 包 ,应 为 也 在 
K 中 的 某 个 非 分 歧 扩 张 Ko 的 剩余 域 尺 ， 车工 是 也 的 另 一 个 
非 分 歧 扩 张 , 且 LE 尺 , 则 应 有 工 王 K。, 从 而 LS Ko， 这 就 证 明了 
K。 是 KK 中 唯一 的 极 大 非 分 歧 子 域 , 我 们 称 它 作 玉 / 的 惯性 域 . 
定义 6.6 设 (K, 兴 ) 是 (F, g) 的 有 限 扩张 ;ef 分 别 是 由 关 
于 石 的 分 层 指 数 和 条 余 次 数 ， 若 下 列 条 件 成 立 
(1) ef =[K:F); 
(2) 下 /了 是 可 分 代数 扩张 ; 
(3) 了 的 特征 Pp 不 整除 e, 即 pte， 
则 称 ( 玉 , 办 是 (CF, 9) 的 一 个 弱 分 读 扩 张 , 或 简称 及 /为 弱 分 歧 
扩张 ， | 
在 也 的 特征 为 0 时 ,条 件 (2) 自 然 成 立 ; 条 件 (3) 不 存在 ; 又 在 
(BR，9) 为 实数 值 Hensel 赋值 域 的 前 提 下 ， 条 件 (DD 必然 成 立 *), 
此 时 羽 / 忆 无 例外 地 是 弱 分 坡 扩 张 ， 因此 ， 上 面 的 定义 实际 上 只 
在 的 特征 为 p 关 0 时 有 意义 ， 在 本 节 中 , 今后 恒 假 定 也 的 特征 
为 p 拓 0, 将 不 一 一 声明 ， 从 定义 立即 得 知 ， 非 分 此 扩 张 间 时 是 弱 
分 歧 扩 张 ; 弱 分 歧 扩张 的 子 域 也 是 弱 分 歧 扩 张 ， 下 述 的 引 理 也 可 
以 直接 从 定义 得 出 ; 
引 理 2 车 K/F 与 L/K 都 是 级 分 歧 扩 张 则 也/ 屯 也 是 弱 
分 歧 扩 张 . 有 
以 下 我 们 要 证 明 ， 任何 _ 个 绊 分 战 扩张 可 以 通过 -个 非 分 芒 
扩张 ,再 对 它 添 加 根 式 而 生成 ， 为 此 , 先 有 如 下 的 引 理 ， 
引 理 3 对 于 三 上 的 多 项 式 | 
f(X)=¥°—a (a#¥0), : (6.8.2) 
只 要 pha， 由 添加 它 的 根 a€ 0 所 得 的 域 玉 = 了 (a), 将 是 了 上 的 
一 个 弱 分 歧 扩 张 . 
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证 明 令 ( 羽 ,内 的 值 群 为 4， 从 人 Co) 一 2(@) 知 ,在 因子 
群 4A/ 中, 业 (0) 所属 的 陪 集 其 阶 数 s 必 能 除 尽 G， 设 人 (oa)) 一 
9(5), 5EF. 于 是 B=-oif5 是 玉 中 的 单位 ,同时 又 是 多 项 式 


g(X) = 


dj/s 


的 零点 。 由 于 gla/2%)=1， 故 g(X)E4[X]. 又 由 pta， 有 


wg(B))=g (a/s)W(Bs!)=1; 因此 53( 于 ) =0 只 有 单 根 ， 从 合 
题 1 的 证 明 可 知 (8B)/ 是非 分 层 扩 张 ， 从 而 也 是 弱 分 歧 扩 张 . 
a 满足 也 (B) 上 的 方程 
h(X)=X:—08=0. 
但 9 在 F(B) 上 的 拓展 pi 其 值 群 为 区 (@) 关 于 工 的 阶 为 s,， 即 
由 关于 了 (B) 的 分 虑 指数 61 之 s， 但 由 于 [区 :7(B)] <s， 故 应 有 
es [天 :8(8)]。 按 所 设 ,pfs， 因 此 区/F(B) 是 个 弱 分 歧 扩 
张 , 再 由 引 理 2, 即 知 /FP 是 弱 分 歧 扩 张 ， 和 
现在 来 考虑 也 上 任何 一 个 弱 分 歧 扩 张 玉 ， 邻 * 玉 ,是 它 的 惯 
性 域 ，(K。, 册 ) 的 值 群 等 于 工 . 因子 群 A/T 是 阶 为 。 的 交换 群 . 
如 果 。 分 解 为 素数 宕 的 积 ， 6 一 0 qi， 则 A/T 碗 是 阶 为 d, 的 循环 
” 群 的 直 称 ， 按 所 设 ,， 这 里 每 个 d 都 与 p 互 案 ， 今 就 任何 一 个 这 样 
的 循环 群 来 考虑 。 
设 aE 尺 ,并 且 册 (a) 关 于 工 的 阶 为 @ 即 
(hl)) = (0), woEKo. (6.8.3) 
因此 m=g86,8 EK, 且 由 (s)=1, 又 由 上 K=Ko, 有 8 二 ce(modMzx)， 
cE Ko， 从 而 8 一 0+6, 此 处 8E Wk， 代入 前 式 , 得 of =o4 二 64 一 
5+B, 此 处 5EKo, BEK, 并 且 有 由 (B) 过 (5) = 由 (a), 多 项 式 
. II) 一 六 7 一 D (6.8.4) 
是 可 分 的 ， 设 它 在 2 上 分 解 成 
g(R)= KR) yD), 
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于 是 po(?79) = 和 M00), 多 一 了，…, 4， 另 一 方面 , 由 (0%) = /okc) 
= 和 Bo)=po(7)， 又 由 po《(Y 中 一 7 四 ) go(7), 以 及 

9g) = (77) YH) = 
可 得 po(9 (7)) =po(7 一 72…po(7 一 YX0) = (90(7))™. 


因此 ， Po 一 7 人) 一 po(7)， 六 天 1 
从 而 有 和 一 min{tpot7” 一 ) = po(7), 


现在 。 gC@) = 一 5=B=(@—y) (oy) —y®), 

故 有 po(a 一 7)…po(c 一 yo) =$(B) < Dd) = (po(?7))4， 

由 此 又 可 得 知 ， 在 上 式 的 左边 必 有 某 一 项 ， 例 如 po(o 一 7), 满足 
po(a 一 ?7) go(7) = 一. 按 8$86.7 引 理 5， 应 有 KoyY)EKoo)CEK. 
.这 证 明了 ,在 KK 中 可 求 得 一 个 7, 它 可 表 为 Ko 中 元 素 的 根 式 , 并 
且 册 (7) 关 于 工 的 阶 是 。 的 一 个 素数 宕 因 子 ， 按 引 理 3，K6(7) 
是 玉 o。 上 的 一 个 弱 分 玻 扩 张 , 其 扩张 次 数 等 于 分 歧 指 数 4，. 

对 二 e 的 每 个 素数 赛 因 子 ds 都 可 以 求 得 这 样 的 一 个 y。 使 得 
yi 成 为 Ko 中 元 素 的 根 式 , 同时 域 Ko《7y1,，…, Yt) 关于 Ko 的 扩张 
次 数 为 6 一 出 …d， 因 此 应 有 玉 =KoCy4,，…, yt)， 这 就 证 明了 

命题 2 丈 上 任何 一 个 弱 分 歧 扩 张 玉 ， 都 可 以 对 玉 / 也 的 惯 
性 域 Ko 经 添加 有 限 多 个 根 式 而 得 到 目 

最 后 我 们 来 讨论 玉 / 殖 是 任意 有 限 代数 扩张 的 情形 . 当 羽 / 太 
不 是 弱 分 岐 扩张 时 , 小 关 于 万 的 分 法 指 数 。 可 写 如 6。=eop!, eo 与 
Pp 互 素 ， 设 eo 分 解 成 素数 宕 的 积 ods…d;， 按 前 面 的 讨论 , 我 们 
得 到 下 中 一 个 弱 分 歧 子 域 及 1i= 开 op75 .可 以 证 明 ,， Kj 是 
KK 中 唯一 的 极 大 弱 分 歧 子 域 。 首先 ,op 在 及 :上 的 拓展 是 有 分 歧 
指数 eo; 同时 内 与 加 有 相同 的 剩余 次 数 ， 因 此 ,下 ! 是 尼 中 具有 
最 大 扩张 次 数 的 弱 分 歧 扩 张 。 为 了 证 明 及 ; 的 唯一 性 ， 我 们 再 引 
用 一 条 引 理 ; 
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引 理 4 设 玉 /F 是 个 弱 分 野 扩 张 ， Z/ 玉 是 @ 中 任何 一 个 有 
限 代数 扩张 ， 于 是 LK/ 工 也 是 个 弱 分 歧 扩 张 . 

证 明 ”由 命题 2, 及 一 Ko(y1,… ,yt)， 又 从 命题 1 的 推论 
1 立即 得 知 LKRKo/ 工 是 个 非 分 赎 扩 张 ， 因 此 , LK = LKo(y1,…， 
7 是 LK。 上 的 弱 分 歧 扩张 。 再 根据 引 理 2, 即 知 LK/ 工 也 是 纶 
分 歧 扩 张 ， | 

现在 假定 玉 中 尚 有 另 一 个 不 含 在 Ki 内 的 弱 分 足 子 域 卫 , 于 
是 LK1/F 也 是 个 弱 分 赎 扩 张 , 它 的 扩张 次 数 为 

[LK::F1= [LK::K| [RjJ: FI>LKi:P]. 

但 这 与 [Ki:F] 是 及 中 所 含 弱 分 野 子 域 所 能 具有 的 最 大 次 数 这 一 
事实 相 矛 盾 ， 因 此 应 及 : 己 D， 这 就 证 明了 

命题 3 车 /了 是 8 中 一 个 有 限 扩张 , 则 下 中 存在 一 个 唯 
一 的 极 大 弱 分 歧 子 域 Ki、 里 

这 个 子 域 Ki 称 为 /了 的 分 歧 域 . 


| $6.9 局 部 域 

在 讨论 局 部 域 之 前 ， 先 来 给 出 一 个 有 关 离 散 赋值 完全 域 的 性 
质 ( 命 题 1)， 现 在 先 引 入 一 个 称谓 ; 在 (F, 9) 的 赋值 环 4 中 , 子 集 
S 如 果 满 足以 下 三 条 件 

(1) 0€5; 

(2) 对 于 wi, WaES, 由 1 天 9 可 得 mas(modM), 

(3) 对 于 4 的 每 个 w 必 有 4E8, 使 得 =aCmoda1), 则 称 8 
是 丈 的 一 个 完全 代表 系 ， 今 有 

命题 1 设 (F, 四) 是 离散 赋值 的 完全 域 5，8 是 三 的 一 个 完 
全 代表 系 ， 又 设 [tilsez 是 了 中 的 元 素 列 , 满足 v(#) 一 0 和。 于 是 了 F 
的 每 个 元 素 x 都 能 唯一 地 表 如 

*) 此 处 暂 用 加 法 赋值 是 为 了 陈述 方便 ， 
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-Slat (6.9.1) 
其 中 %;:ES，ar 关 0， 反之， 每 个 形 如 (6.9.1) 的 级 数 都 是 也 的 元 
素 , 且 有 ?20z)=7。 特 别 在 志 = 芒 时 ,2 可 表 如 
0- 台 Gb, ar#0, (6.9.9) 
此 处 了 是 (F, 2») 的 一 个 素 元 ， 
证 明 首先 , 从 2v(4) = 二 v2(@) 十 (4) 之 , 应 有 vlim mtbi=0. 
因此 , 慰 aho* 收 化 于 万 中 某 个 元 素 “(见习 题 3), 并 且 有 v2) 
今 设 0 关 pzE 了 oo) =r. 于 是 wty* EU 根据 S 的 性 质 (3)， 
应 有 0 天 ar E58, 使 得 4 厅 ' 三 @,(mod 以 ), 从 而 0(w 一 Qtr) >>7， 设 在 
S 中 已 经 取 定 了 元 素 w，…，am, 使 得 对 于 
Sm = Wrty Gm tm 
有 VV— sm) = mii>m. 
于 是 (zx — Sm ) bd, CC U, 从 而 又 可 在 S 中 选 定 一 个 Cm+i, 使 得 对 于 
Smii — "二 Amtm tt miintmtin 
有 Vw 一 Smit) 之 M0 十 久 ， 
由 于 lim v(w 一 sm) oo, 因此 书 oth 以 w 为 其 浅 极限， 其 次 米 证 
明 (6.9.1) 的 唯一 性 . 着 
»— mb Da 如 ， 
则 应 有 7=2(z) 一 六 。 又 由 
Sa —a!)t=0 
可 以 见 到 ， 如果 了 是 第 一 个 有 a 天 3 出 规 的 标号 ， 则 4y 一 @y 和 后 M， 
从 而 2(0) 二 7, 矛盾 
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对 于 离散 赋值 的 完全 域 , 现在 举 出 两 个 重要 的 例子 
例 一 、p- 进 数 域 ， 前 已 指出 ， 有 理 数 域 Q 的 p- 进 赋值 | |。 
是 个 离散 赋值 ，( 人 @,， | |») 的 完全 化 域 , 记 作 Q,， 称 为 p- 进 数 域 ， 
它 的 元 素 称 作 PP- 进 数 .pp 就 是 这 个 域 的 一 个 素 元 ， 易 知 ， 它 的 占 . 
值 理想 是 p4; 剩余 域 是 Q@=21](Z)= 卫 ， 即 特征 为 了 的 素 域 ， 此 
时 子 集 {0, 工 … Pp 一 十 就 是 Q， 的 一 个 完全 代表 系 、 按 命题 1 每 
个 0- 进 数 可 以 唯一 地 表 如 形式 
»— Towp', 0.€ {0, 1, 六 p—1}, co 天 0. 
例 二 “形式 寡 级 数 域 ”在 S6.1 的 未 段 拟 举 出 的 例子 中 ， 如 
果 取 2p 二 耶 , 这样 给 出 的 | 上 自然 是 了 (CX ) 的 一 个 离散 赋值 ,我们 
把 CF(), | 1;) 的 完全 化 记 作 了 CC(X)), 并 且 称 它 为 上 的 形式 
宕 级 数 域 . 我 们 知道 ， 五 (( 了 )) 的 剩余 域 等 于 (三 (全 )，| 的 翻 
余 域 , 但 玉 ( 广 ) 守 了 [LX]/() 守 ,因此 了 机 以 作为 了 (A) 的 
一 个 完全 代表 系 ， 由 命题 {，(( 邓 )) 的 每 个 元 素 都 可 以 表 如 
o(X)—Da¥', wuEF, az0 (6.9.3) 
称 之 为 丈 上 的 形式 震级 数 ， 对 于 丈 (( 工 )) 中 的 二 元 素 
a(X)= Ta, 


bo(X) 一 D1 bX, 


它们 的 和 与 积分 别 是 


a(XITOX)- HD (atb) Ts | 
oD (6.9.4) 


o(X)bF)- Db) 


mintr,t 


”我 们 还 可 以 从 反方 向 进行 讨论 。， 首 和 完 作 了 上 所 有 具 形 式 
《6.9.3) 的 震级 数 ,并 且 以 46.9. 急 来 定义 元 素 间 的 和 与 积 。 易 知 ， 
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在 这 桩 的 规定 下 , 所 有 的 暴 级 数组 成 一 个 域 了 (( 政 )). 然后 对 它 的 
元 素 (6.9.3) 规 定 vCa( 环 )) 一 7, 以 及 w(0) = co, 显然 , (FP(( 玉 ))， 
v) 是 个 离散 赋值 的 完全 域 . 


在 对 离散 赋值 的 完全 域 作 了 以 上 的 介绍 后 ， 现 在 转 回 到 本 节 
”的 主题 上 来 ， 以 下 我 们 仍然 用 乘法 赋值 p， 

定义 6.7 带 实数 值 赋值 的 域 (F, pg), 如 果 满足 

(1) (, g) 是 完全 的 ; 

(2) 9 是 离散 赋值 ， 

(3) 剩余 域 凡 是 有 限 域 ， 

就 称 作 局 部 域 . 

例 一 中 的 入 进 数 域 Q,， 以 及 有 限 域 上 的 形式 宪 级 数 域 部 是 
局 部 域 的 例子 , 而 且 这 是 两 种 典型 的 局 部 域 、 了 下面 将 要 证 明 , 任何 
一 个 局 部 域 总 是 这 两 种 类 型 之 一 , 或 者 就 是 它们 且 有 限 代数 扩张 . 
为 此 , 先 有 一 条 引 理 . 

引 理 设 (F, gp) 是 局 部 域 ; 又 设 它 的 镜 余 域 玉 = A/M 所 售 
元 素 个 数 为 9， 本 是 方程 和 "= 克 的 解 全 在 4 中 ,它们 组 成 了 的 
完全 代表 系 . z 

证 明 ” 按 定理 1.18， 有 限 域 玉 是 由 和 "= 互 的 全 部 解 所 组 
成 .但 下 "= 收 又 是 4 上 的 可 分 方程 . 由 (了 , g) 的 完全 人 性, Hensel 
引 理 ($ 6.7 引 理 4) 成 立 ， 因 此 ,4 中 含有 了 "= 了 的 全 部 解 和 一 
0, Ls,…, 人 ,它们 组 成 了 的 完全 代表 系 . 上 

设 寺 是 ( 厂 ，0) 的 一 个 素 元 ， 此 时 有 玉 =44。 又 以 8 记 人 {a， 

,Co} ， 按 命题 二 下 中 元 素 可 表 如 

=Ant dat Crz0O (6.9.5) 
其 中 ox.E5, 并 且 由 唯一 地 确定 ; 指数 bi< pe, 
po) = 9 ™. 
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子 集 信 在 4 中 显然 是 冬 法 封闭 的 ， 若 卫 的 特征 为 2 关 0,， 易 

知 S 关于 加 法 也 是 封闭 的 ， 此 时 5 是 也 的 一 个 子 域 ， 从 而 了 成 

为 子 域 S$ 上 关于 二 的 形式 震级 数 域 S( (办 )， 如果 的 特征 为 0， 

但 三 的 特征 为 2, 此 时 五 包含 Q, 并 且 pEH= (人 .不 失 一 般 性 ， 

令 p= 妇 ， 于 是 9 在 QQ@ 上 的 限制 是 个 jp- 进 峰值， 又 从 (了 ,gp) 的 完 
全 性 , 知 有 了 二 Q,，. 

在 (6.9.5) 中 , 令 雍 =el 十 7 其 中 Ori<e 一 1i, 于 是 
P= mp) 十 


”从 而 (6.9.5) 可 以 改写 成 


w=DoT wt 二 +we te-!, (6.9.6) 


其 中 每 个 wm 都 具有 形式 名 mp ,ES8， 因 此 mrEQs(S)， 又 因 


为 gp (vd)=9(D "=0,.…, e—1, 当 二 7 时 ,有 eh++%z*ely 十 I 
所 以 (6.9.6) 的 右边 只 有 在 每 个 x;=0 时 ， 才能 为 0。 这 示 明 了 . 
世 , 去 如 了 在 Q@,(S) 上 是 线性 无 关 的 , 从 而 卫 是 Q@,《(S) 上 的 ， 
并 且 也 是 @, 上 的 有 限 扩张 . 

归结 以 上 的 讨论 , 即 有 

定理 6.18 设 (F, wo) 是 局 部 域 . 车 也 的 特征 为 0, 则 它 是 某 
个 信 进 数 域 Q。 上 的 有 限 扩 张 .车 也 的 特征 为 p 关 0, 则 它 是 某 个 
有 限 域 上 的 形式 办 级 数 域 . 

以 下 我 们 来 讨论 局 部 域 的 有 限 扩张 . 

设 (K, 几 是 局 部 域 (fF,.p) 上 的 有 限 扩张 . 按 定理 6. 5， 以 及 

$ 6.5 命题 2,(K, 四 也 是 个 局 部 域 ， 令 6, f 分 别 记 内 关于 了 了 的 
分 歧 指 数 和 剩余 次 数 。 据 $ 6.6 命题 3, 此 时 有 [KK:P] 一 ef. 又 
因为 了 , 到 都 是 有 限 域 ,区 /FF 自然 是 可 分 代数 扩张 .在 讨论 KK/ 了 F 
的 构造 之 前 , 先 引 述 一 条 有 关 多 项 式 不 可 约 性 的 判别 法 则 ， 

引 理 2(Eisenstein 判别 法 ) 设 (,p) 是 个 离散 赋值 域 . 又 
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设 fF)= "oo EPFLITI. 
车 2(@) 之 1 多 = …, % 一 J; 2(@,) 二 1, 则 (了 及) 在 五 上 是 不 可 约 
的 ,此 处 ve) = 一 lJogpp(4);p 一 9();t 是 (了 了 , 9) 的 一 个 素 元 . 

证 明 在 所 设 的 前 提 下 , 实际 上 (XX)E4[]。. 从 $6.75 引 
理 4 的 证 明 得 知 ， 如 果 /( 对 ) 在 了 [ 驻 ] 中 可 分 解 ， 则 它 分 解 为 
A414] 中 国 式 的 来 积 ; 

-F(R)= (Rb 0 

(6.9.7) 
由 ba) -oO aa 1, 应 有 v(6r) 一 0 或 者 v(c) 一 0 设 
v(b,) =0， 于 是 C0,) =1， 现 在 令 及 是 使 得 v0) 之 1，%=h 十 1 
…，s， 但 v(ci) = 0 的 标号 . 显然 4 我 们 来 看 六 ) 中 含 
之 “的 项 的 系数 
nth-s— OrCn-t- Or aps1Tt- :+ Or yh_sOs. 
除 第 一 项 brcn 外 , 以 后 各 项 在 赋值 下 所 取 的 值 都 之 1. 但 
vb05) = 2b) Tv) 0 z z 

因此 v(@nrn-s) 一 0， 从 而 应 有 % 十 h=s, 即 % 克 sn, 故 m=s， 这 就 
证 明了 f( 卫 ) 在 如 上 不 能 有 形式 如 (6.9.7) 的 分 解 . 中 

凡 满 足 引 理 前 设 的 多 项 式 ， 称 为 (F, gp) 上 的 Lisenstein 多 
项 式 . z 

命题 2 设 (, 内 ，( 媚 , gp) 如 上 ， 车 也 的 特征 不 整除 6， 
则 有 z 
K=Ko(V #), (6.9.8) 
此 处 是 惯性 域 Ko 的 一 个 素 元 . 

注意 ”并 命题 的 所 设 下 ， 攻 /了 是 个 弱 分 歧 扩 张 ， 因 此， 按 
$6.8 命题 2, K 可 由 天 。 经 添加 有 限 个 根 式 而 得 ， 但 在 局 部 域 的 
情况 下 , 我 们 可 以 直接 证 明 (\6.9.8)， 
”9 此 处 设 co=1， 
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证 明 : 设 口 是 下 的 一 个 素 元 , 即 小 (四 生成 循环 群 4， 由 于 
(4: 门 =e (WC))* 属 于 Ko 的 值 群 , 故 有 to0EKo, 使 得 w= sto， 
这 里 s 是 中 一 个 单位 ， 按 K=K,o, 所 以 有 wo EKo, 使 得 8 = 
uo, 即 册 (8 一 wo) 达 4， 从 而 二 toto 也 是 Ko 的 一 个 素 元 . 令 

C 一 如 (8 一 to)， 
则 w=#+6, 并 且 (0) 三 0(to0). 

由 引 理 2, 多 项 式 f(X)= 子 一 t 在 尺 。 上 是 不 可 约 的 .我们 
要 证 明 , 尺 中 含有 Jf(X)=0 的 根 、 设 8 是 五 的 一 个 代数 闭 包 ， 
且 包 含 .由 于 pte, A( 了 对)=0 在 0 中 只 有 单 根 . 今 

f(A)=(T—0) (0%), ou ED. 
我 们 知道 ，go(0) 一 V 加 (= ,5 二 1,…, 6。， 因 此 po (om 一 
0) 世 册 (ww),i 天 与 $6.7 命题 2 的 证 明 一 样 , 可 得 

Pou —%) = 
从 而 *=—min{go(%—0)} = (). 
但 pow 0D) .poly 06) =f ) = =) 
<Wolto) = (PW)), 
因此 必 有 某 个 包 使 得 PoCw 一 04) 过 由 (w) = 入 , 按 $6.7 引 理 5, 可 得 
Ko(o)E 玉 CO)E 开 , 即 天 含有 7 和 )=0 的 一 个 根 = 二 .从 
e= [K:Kol>[Ko(V t):Kol=6 

即 得 (6.9.8). 量 

现在 来 讨论 2 能 整除 e。 的 情形 . 此 时 KK/ 了 不 是 弱 分 歧 扩 张 ， 
”但 五 仍 是 天 oo 上 某 种 特殊 的 有 限 扩 张 . 我 们 有 

命题 3 设 ( 开 , 册 ，( 了 了 9g) 如 前 ， 若 了 的 特征 Pp 能 整除 6， 
则 天 可 由 惯性 域 K。 经 添加 (KK。， wo) 上 某 个 Eisenstein 多 项 式 
的 零点 而 得 . 

证 明 设 w, ti 的 意义 如 前 ， 由 于 w=tE Ko, 从 $6.5 命题 4 
. 842 ， 


的 证 明知 入 ,Kw，…*，wWw- 直 是 下 /Ko 的 一 个 其 .现在 设 m( 人 XX)E 
Ko[ 叉 ] 是 久 在 K。 上 的 极 小 多 项 式 ，m( 卫 )=0 在 8 内 的 每 个 根 
关于 go 都 有 相同 的 值 V olt)， 因此, 每 个 根 都 可 写 如 sw， 这 里 
si 是 (Q, go) 中 的 单位 ， 从 而 m( 了 ) 的 系数 都 在 (Ko，Wo) 的 赋值 
环 内 ，m( 子 ) 的 首 系数 是 1; 它 的 常量 项 为 土 Ngjr,(W). 
Wo NE/r(Y)) = 由 (4) = w(t), 
即 常量 项 又 可 写 如 sot，se 是 及 。 中 的 单位 ， 至 于 m( 肚 ) 的 其 他 
各 项 的 系数 ， 它 们 是 根 的 初等 对 称 函 数 ， 所 以 不 能 是 KK。 中 单位 ， 
这 就 证 明了 m( 于 ) 是 下。 上 的 一 个 Eisenstein 多 项 式 、 重 
在 定理 6.13 中 出 现 的 两 种 局 部 域 , 分 别称 为 特征 不 相等 的 局 
部 域 ， 和 特征 相等 的 局 部 域 ， 不 论 二 者 在 外 形 上 如 何 相似 ， 化 们 
却 是 有 差异 的 ， 作 为 本 节 的 结束 ,现在 我 们 来 考虑 它们 的 曾 维 数 ， 
借以 说 明 二 者 的 差别 ， 先 看 特征 相等 的 局 部 域 . 今 有 
引 理 3 设 (F，9p) 古 特征 相等 的 局 部 域 ，t 是 它 的 一 个 素 元 ， 
又 设 f 有 (及)=fj( 玉 1 …， 导 。)，j 一 1,，…，m 是 4 上 含 n 个 元 的 
多 项 式 ， 于 是 , 方程 组 
六 (和 ) =0， j=1,……, m (6.9.9) 
在 4 中 有 和解 , 当 且 仅 当 对 症 每 个 7 一 0, 1, 2, … 同 余 方 程 组 
fi(X)=0 (mod#t!l), I=1, ,mm (6.9.10)， 
在 4 中 都 有 和 解 . 四 
证 明 只 需 证 充分 性 ， 令 了 ,=4/ ("1 ， 了 一下。 此 时 每 
个 剩余 类 环卫, 都 是 有 限 的 ， 按 所 设 ， 每 个 同 余 方程 组 (6.9.10)， 
在 了 ,中 有 和 解 . 今 以 S; 记 由 这 些 解 所 成 的 集 . 显然 , ODS: 三 了 ", 
在 复合 形 z 
Fe Fie ee Fie Fe ——... 
中 每 个 都 是 自然 同 态 ， 任 意 到 定 一 个 "7, 对 于 3 之 7, 令 
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有 一 信和 083， 
于 是 得 到 一 个 递 降 的 子 集 列 | 
S,D8,,1,: I EN, 
其 中 每 一 个 子 集 都 是 非 空 的 和 有 限 的 ， 因此 ， 从 某 一 项 开始 应 出 
现 等 号 ,或 者 说 ,它们 的 交工 , 是 个 非 空 的 集 ，2T' 中 任何 一 个 解 
CA A 
都 可 以 提升 为 modt ?的 解 ,j>>7 
(Qi 二 Qi 二 0 
这 特 就 可 得 到 个 无 穷 级 数 : 
人 CI 一 Ci0 十 GT 十 … “+ od t+ 
,= no nit 二 Gd 十 
从 (也 , gp) 的 完全 性 , 知 a1,…, as,E 4， 若 取 7+=0, 则 按 以 上 方式 
所 定 出 的 (ci, …, a,)， 显 然 潢 足 每 个 同 余 方程 组 (6.9.10);, r= 
0, 工 2, …。 从 而 (ci，…，ow)E4e) 就 是 方程 组 (6.9.9) 的 一 个 
在 85.8 中 ,我 们 知道 有 限 域 叉 的 兽 维 数 为 1， 以 及 单元 有 理 
函数 域 丈 (Z) 的 曾 维 数 为 3. 现在 考虑 系数 取 自 了 (CT)) 的 一 个 
方程 组 fs 六 ) 一 0 j= 1,…, ms 同时 要 求 它们 满足 $5.8 的 条 件 
(1),，(2). 不 失 一 般 性 , 不 妨 设 f;( 莹 ) 的 系数 都 取 自 了 [EI[T]]. 今 
按 例 二 的 方式 使 了 ((T)) 成 为 一 个 局 部 域 ， 按 引 理 3, 方 程 组 
JiX)=0, j=1,., m, 
在 ZF((T)) 中 有 非 零 解 , 当 且 仅 当 对 每 个 Y; 
fi(F)=0 (modTt1), j=1,.…,m : 
在 了 [了 |] 中 有 非 零 解 。 至 于 以 上 的 同 余 方程 组 ， 在 去 掉 含 等 于 或 
高 于 了 2 了"? 的 项 后 , 可 以 作为 了 [了 T1 上 的 方程 组 . 由 此 可 知 了 P((7T)) 
的 曾 维 数 等 于 玉 ( 了 了 ) 的 曾 维 数 , 即 等 于 2。 因此 , 我们 有 结论 ; 特征 
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诅 等 的 局 部 域 其 曾 维 数 为 2 从 而 是 Cs 域 . 

对 于 特征 不 相等 的 局 部 域 ， 情 况 又 将 如 何 ?Artin 曾经 铺 测 ， 每 个 Q, 都 
是 Cs 域 ， 但 这 个 猜测 在 1966 年 为 G. Terjanian 所 否定 。 尽管 如 此 ,Artin 
的 猜测 在 相当 大 的 程度 上 仍然 是 正确 的 。 因为 Ax 和 Kochen 证 明 过 如 下 
的 结论 : 对 于 每 个 给 定 的 d, 除 有 限 多 个 素数 以 外 ， 就 其 余 的 p 而 言 , @。 都 是 
Co(d) 域 (第 五 章 参 考 文献 [214)、 


习 题 


1. 设 p 是 从 六 到 饭 的 一 个 群 同 态 , 且 又 规定 p(0) =0。 试 证 三 角 不 等 
式 pa 十 D 反 p(a) 十 po) 与 不 等 式 p(a 二 D 和 2maxztp(a)，o(p)} 是 等 价 的 ， 
此 处 a, 2 为 五 中 任何 元 素 . 

2. 设 9 是 从 整 环 DD 到 扩大 了 的 序 群 荆 U 40} 上 的 一 个 映射 ， 满 足 志 ) 
9(9) 二 0 当 且 仅 当 4==0; (2) g(aq5)=g(a)p(b); (3) g(a+b)<maxip(a), 
9(5) 上 }。 试 证 ,9 可 以 拓展 成 为 DD 的 商 域 了 的 一 个 赋值 , 以 本 为 其 值 群 . 


3. 设 沁 a4 是 赋值 完全 域 (P，p) 中 的 一 个 无 穷 级 数 。 证 明 ,总 a 在 
中 是 w- 收 全 的 , 当 且 仅 当 p-lim as=0. 


4. 证 明 , 离散 赋值 的 赋值 环 是 主 理想 环 . 反之, 若 赋值 环 是 Noether 
环 , 则 它 必然 是 某 个 离散 赋值 的 赋值 环 . 

5. 证 明 , 赋值 环 中 的 任何 二 理想 匡 , 12, 必用 1 乞 1o 或 者 IC 成立. 

6. 设 4 是 赋值 8 的 赋值 环 ，4 中 所 有 的 真 素 理想 ( 即 夫 4，(〈0) 的 素 理 
想 ) 按 包含 关系 成 一 个 链 . 我 们 取 反 向 的 包含 关系 , 称 它 的 序 型 为 9 的 阶 . 当 
4 只 有 唯一 的 真 素 理想 用 时 , 称 p 为 一 阶 赋值 . 试 证 明 , 一 阶 赋值 的 值 群 是 
阿 基 米 德 序 群 , 换言之 ,一 阶 赋 值 就 是 实数 值 赋 值 . 

7. 设 了 (人 )==QoX? 十 … 十 dn 是 赋值 域 (F, gq) 上 任 一 多 项 式 ， 今 规定 

vf(X)) =max{9(4)}. 


证 明 , 这 样 规 定 的 由, 可 通过 习题 2 的 结果 拓展 成 为 域 f(X) 的 一 个 赋值 . 

8. 设 (局 0) 是 个 赋值 域 ， 证 明 ， 间 余 域 下 与 忆 有 相同 的 特征 ,， 当 且 仅 
当 9 在 三 的 素 子 域 卫 上 是 平凡 的 . 

9 过 下 一 有 AD 及 mw) 是 三 上 合 吧 个 未 定 元 的 有 理 函 数 域 ， 证 明 ， 
存在 的 一 个 了 F- 值 位 了 ,使 得 二 在 了 上 的 限制 是 个 平凡 位 . 


» 245 。 


10. 证 明 X3 一 4 在 Qs 中 有 一 个 根 . 

11，. 设 (9) 是 个 一 阶 赋 值 的 完全 域 ; 又 没 f(Z) 是 上 一 个 首 系 数 为 
1 的 不 可 约 多 项 式 . 证 明 , 在 习题 ?所 规定 的 赋值 下 , 若 g(X) 是 首 系数 为 1 
且 与 六 习 ) 次 数 相 同 的 多 项 式 ， 则 当 出 (了 一 人 充分 小 时 ,9( 及 ?也 是 不 可 约 。 

12. 设 (F, 9) 是 一 阶 赋值 的 完全 域 ;8 是 五 的 一 个 代数 闭 包 . 已 知 ? 在 
9 上 有 唯一 的 拓展 wo. 证 明 (2，po) 的 完全 化 也 是 代数 闭 域 ， 
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第 七 章 实 域 


在 本 章 中 , 我 们 将 研究 域 的 另 一 种 非 代 数 结构 : 域 的 序 结构 . 
如 在 第 六 章 开 始 时 所 指出 的 一 样 , 实数 域 卫 就 是 具有 序 结构 的 一 
个 原始 的 例子 。 对 任意 域 建立 序 和 实 性 等 概念 , 开始 于 二 十 年 代 
Artin 和 Sehreier 的 工作 .但 是 它 的 历史 根源 可 以 上 淹 到 Hilbert 
在 上 世纪 末年 关于 几何 基础 的 工作 ， 本 章 包含 实 域 的 一 般 理 论 ; 
以 及 与 之 有 关 的 了 Hilbert 第 十 七 问题 的 近代 处 理 ， 


$7.1 可 序 域 与 实 域 
我 们 都 熟 习 在 通常 的 实数 之 间 有 序 的 关系 . 作为 域 而 论 , 实 
数 域 具有 序 正 是 它 的 一 个 特性 . 对 于 一 般 的 域 五 ,要 建立 一 个 适 
当 的 “ 序 ” 的 概念 ， 可 以 根据 通常 由 正 实数 所 成 的 子 集 作 类 似 的 考 
虚 ， 设 了 是 2 的 一 个 真子 集 ， 如 果 对 于 任何 4€8, 总 有 aEP 了 
或 者 一 a€ P; 并 且 卫 关于 域 的 加 法 和 乘法 都 是 封闭 的 , 那么 我 们 
就 有 理由 把 卫 作 为 的 一 个 “ 序 ”。 现在 我 们 先 规定 一 些 符号 的 
意义 ; 对 于 了 的 子 集 5S 和 了 ,规定 
—S={—»|%€N):; 
S+T= {z+y|z€S, y€ET), 
ST= {2y|z€S, yET}. 
有 了 以 上 的 记 法 , 今 有 
定义 Y.1 设 域 厂 的 子 集 呈 满足 如 下 的 
(1) P#F, 
(2) PU -P= 
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(3) P+PEP, PPEP. 
我 们 称 了 是 尺 的 一 个 序 ,或 者 说 ,刃具 有 序 已 ， 此 时 可 记 作 《F， 
P), 并 且 称 之 为 序 域 . 

对 于 序 域 (8, P), 从 (2) 知 有 0E€P， 今 称 了 = 了 P\{0} 中 元 素 
为 (P,P 了 ) 的 正 元 素 ; 一 了 的 元 素 为 负 元 素 . 若 4 一 了 E P, 我 们 记 
b<a( 或 者 4 宇 5). 这 就 在 也 的 元 素 之 间 规定 了 一 个 二 元 关系 < 


从 定义 的 条 件 得 知 , 对 于 五 中 任何 二 元 素 4，5， 必 然 有 a<5 或 - 


者 5<a 成立 ， 关系 < 具有 自 反 性 与 传递 性 ; 又 从 以 下 的 引 理 1 
还 知道 它 具有 反对 称 性 ， 此 外 , 它 还 满足 通常 有 关 加 法 与 乘法 的 
规律 ， 因此 ， 可 以 把 这 样 规 定 的 六 作为 域 的 序 关 系 ， 特 别 在 
5 一 5E 忆 时 ,可 记 作 8<c. 

在 一 个 域 也 中, 如 果 事 先 规定 了 一 个 序 关系 二 ,我们 可 以 令 
P-{wE8|0<}， 不 难 验 证 , 了 满足 定义 7.1 中 的 条 件 。 从 而 
(FP，P) 成 为 一 个 序 域 。 序 与 序 关系 可 以 经 这 样 的 方式 由 一 个 导 
出 另 一 个 , 而 且 是 唯一 确定 的 ， 因 此 , 如果 由 序 PP 所 确定 的 序 关 
系 是 <<, 我 们 也 可 以 用 CP，<<) 来 记 序 域 (F, P). z 

对 于 任意 域 也 ,如果 存 在 满足 定义 7. 的 子 集 ;或 者 能 给 出 一 
个 序 关系 ,使 得 F 成 为 序 域 . 我 们 就 称 域 媚 是 可 序 的， 或 者 说 万 
是 个 可 序 域 ; 否则 , 就 称 也 是 不 可 序 的 ， 不 可 序 的 域 是 大 量 存在 


的 ,例如 有 限 域 和 特征 为 素数 的 域 , 以 及 复数 域 . 下面 我 们 将 对 有 


序 域 作出 刻 划 . 
在 可 序 域 的 讨论 中 ， 一 个 特别 重要 的 子 集 力 是 由 平方 和 所 组 
成 的 子 集 . : 
Sr 一 {3cz?lciE F}, (1.D) 
其 中 之 表示 有 限 和 ， 对 于 序 域 (了 了 ) 而 言 ， 从 定义 的 条 件 (2)， 
(3), 知 有 
SsEP. (7.1.2) 
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fn 


由 此 又 有 , 当 0 关 4EP 时 ,4-1=g(q-1)2E 了 ,同样 , 若 0#4€ -局 
则 有 co- 一 E 一 也 . 
引 理工 车 卫 是 域 了 的 一 个 序 ， 则 有 以 下 二 等 价 的 条 件 成 
立 ; z 
—1¢4P, (7.1.3) 
PN— P=- {0}. (7.1.4) 
证 明 设 oEF\P， 于 是 a€ 一 二 ,或 者 一 aaEP. 如 果 一 1€ 
P， 则 4=( 一 (一) EP, 了 矛盾， 因此 人 (7.1.3) 成 立 ， 今 证 明 
(7.1.3) 与 (7 .1.4) 是 等 价 的 ， 由 (7.1. 儿 立即 可 得 (7.1.3)， 反 
之 , 设 (7.1.3) 成 立 . 车 0aEPN 一 P, 则 有 一 sEPN 一 P. 从 
而 (-@) -EPN -已 由 此 又 导 至 -1=-c(-o-EPn-PEP 
矛盾 ， 这 示 明 了 (7 .1.4) 成 立 . 里 
命题 1 序 域 的 特征 为 0. : 
证 明 ”车 序 域 (F, 了 ) 的 特征 为 p 玛 0, 则 在 五 中 有 
一 1 二 1 二 +… 十 1€E SspCP, 巴 盾 . 由 


pl 个 
在 实数 域 及 中 , 我们 知道 方程 
和 十 瑟 E 二 … 十 =0O 
无 论 ” 取 任何 正 整数 ,都 只 能 有 平凡 解 了 1 一 … 一 节 ,=0， 这 个 事 
实 等 同 于 一 1 给 Sn， 根据 实 数 域 的 这 一 特性 ,我 们 作 
定义 7.% 设 五 是 任何 一 个 域 ，Sz 是 由 (7.1.1) 所 规定 的 子 
集 ， 若 一 14 Ss, 就 称 了 为 实 域 (或 形式 实 域 ). 
当 (F, 了 ) 为 序 域 时 , 按 引 理 1， 一 IP， 从 而 ~14Sp， 因 
此 有 : 
命题 2 序 域 都 是 实 域 . 目 
在 进行 以 下 的 讨论 之 前 ， 今 再 引入 一 个 概念 ， 设 Q@ 是 也 的 
一 个 真子 集 ， 如 果 @ 满足 条 件 
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Q+QEQ, QIEQ, (7.1.5) 
SrCEQ; z (7.1.6) 
一 1#Q (7.1.7) 
我 们 就 称 @ 是 卫 的 一 个 亚 序 .根据 这 个 定义 ,对 于 实 域 ,Sy 本 
身 就 是 五 的 一 个 亚 序 . 又 对 于 任何 一 个 亚太 Q, 显然 有 0, 1€Q. 
今 有 
引 理 2 了 中 任何 一 个 极 大 亚 序 必然 是 的 一 个 序 . 
证 明 设 Q@ 是 子 的 一 个 极 大 亚 序 、 定义 7.1 的 条 件 (1), (3) 
显然 满足 ,因此 只 需 验证 (2). 
设 07#oE mFQ,， 作 
4 =-Q-eQ. 
条 御 (7.1.5), (7.1.6) 极 易 验 明 ; 同时 又 有 QEQ，、 如 果 一 1EQ， 
则 ' 疗 
—1=gi—0g2, q1, gE Q, qa*0, 
从 而 6qs 一 + 十 qiEQ 十 QCQ@， 了 又 因为 gq37 一 92(93')*EQ, 故 4€8@， 
矛盾 .由 所 设 Q@ 的 极 大 性 , 故 有 
Q=Q—aQ, 
从 而 一 6E€Q 一 aQ=Q, 即 QU 一 Q= 了 了 成立. 
对 于 实 域 了 , 按 定 义 , Sp 是 个 亚 序 . 如 果 Sz 是 极 大 的 , 则 它 
是 了 的 一 个 序 . 否则 ,使 用 Zorn 引 理 ,必然 可 得 到 至 少 一 个 榴 大 
亚 序 、 因 此 ,由 引 理 2 得 出 
命题 3 实 域 是 可 序 域 . 
结合 命题 2, 3, 即 有 
定理 了.1 万 成 为 实 域 , 当 且 仅 当 它 是 可 序 域 . | 
与 引 理 2 相 类 似 , 尚 可 证 得 一 个 更 强 的 结论 ， 
引 理 3 设 Q@ 是 了 了 的 一 个 亚 序 车 4 折 Q@, 关 且 4 夫 0, 一 1, 则 
存在 玉 的 一 个 序 了 ,满足 RECEP, 以 及 wsP， 
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证 明 作 4=Q-c@. 易 知 和 是 个 亚 序 , 上 且 满 足 
QEQ&， 以 及 -4aEQ' 
由 此 立即 得 出 g 生 &@， 若 
QEQ'ESE……CQOC… 
是 一 个 按 集 的 包含 关系 所 成 的 升 链 ， 其 中 每 个 亚 序 Q9 都 满足 
45 扩 Q90、 这 个 链 在 下 中 有 上 界 , 故 由 Zorn 引 理 知 存在 极 大 元 P. 
上 具有 性 质 . 
/ QCP, aP. 
现在 来 证 明定 义 7.1 的 条 件 (2). 设 z 生 P. 作 
P'=P—zP. 

于 是 PE P'. 欲 证 P' 是 个 亚 序 , 只 需 证 一 1 P'， 假 车 -1EP，， 
则 有 一 =pi 一 wzps, 其 中 Pi， paE 了, 并 且 ps¥0， 从 而 zs 一 Jr 十 
EP， 由 此 得 出 z€P 了 ,矛盾 . 其 次 可 证 明 4 后 P'， 央 车 4EP', 则 
有 4 一 wp， 从 而 2p2 一 一 4E PP 十 PCP 由 此 又 将 得 出 x 
了 ,矛盾 .再 按 己 所 具 的 极 大 性 , 即 有 P'~=P， 因 此 ,P=P-wP; 
从 而 一 EP， 这 证 明了 PU 一 P= 了 了. | 

为 了 进一步 考虑 实 域 与 序 的 关系 , 今 再 引入 一 条 简单 的 引 理 

引 理 和 设 了 , P' 是 域 了 的 两 个 序 . 车 PCP', 则 有 了 =P.. 

证 明 如 果 PP， 则 有 aE€P\P， 从 而 -aE€PCP'， 由 
cf#0 以 及 orEP, 可 得 -1=a-1(-a)EP'PEP' 了 矛盾， 重 

从 这 个 引 理 可 以 得 知 , 如 果 Sy 是 五 的 一 个 序 , 那么 它 将 是 
唯一 的 序 . 下 面 的 例子 说 明 这 种 情况 确实 是 存在 的 . 

例 一 据 Lagrange 定理 ， 每 个 自然 数 都 可 表 为 至 多 四 个 自 
然 数 的 平方 和 ， 因 此 ,在 有 理 数 域 Q@ 中 , 若 按 通 常 的 顺序 关系 , 每 
个 正 有 理 数 都 是 四 个 正 有 理 数 的 平方 和 .， 这 表明 So 是 Q@ 的 一 个 
序 , 于 是 从 引 理 4 得 知 Sa 是 Q 唯一 的 序 , 换言之 , 有 理 数 域 除 通 
常 的 顺序 外 ,无 其 他 的 序 。 
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例 二 设 万 是 个 实 城 ， 又 设 对 于 每 个 0+4E 了 也, 必 有 a E 
了 或 者 MV 一 4E€ 了 ， 此 时 集 
FP’ = {|z€ PY 
给 出 卫 的 一 个 序 , 且 又 有 Sr=7”， 按 引 理 4, 它 是 也 唯一 的 序 ， 
我 们 称 这 个 也 为 平方 闲 域 . 
上 面 所 举 的 事实 , 其 逆 理 也 是 成 立 的 ， 这 就 是 说 , 如 果 五 只 
有 一 个 序 , 那么 Ss 就 是 它 的 序 . 此 一 结论 可 以 得 自 以 下 的 定理 ; 
定理 7.2(Artin) 设 丈 是 个 实 域 . 于 是 有 
Sz=—[ lt (7.1.8) 


其 中 卫 遍 取 了 中 所 有 的 序 . 
证 明 首先, SsC 站 P 显然 成 立 .车 4 竺 Sp, 由 于 Ss 是 个 不 


含 4 的 亚 序 , 按 引 理 3, 应 有 某 个 不 含 4 的 序 P, 从 而 a¢NPp. 


对 于 实 域 ,如果 0a€ 也 扁 于 也 的 每 个 序 , 我 们 就 称 4 是 
全 正 的 , 或 者 说 4 是 也 的 一 个 全 正 元 ， 定 理 7.2 指出 , 实 域 中 的 
全 正 元 仅 是 那些 非 零 的 平方 和 ， 在 互 不 是 实 域 时 , 可 以 把 每 个 非 
零 元 素 都 作为 全 正 元 ,这 是 由 于 以 下 的 事实 ; 

推论 设 丈 是 一 个 特征 类 2 的 域 ， 元 素 0 关 6E 也 成 为 全 正 
的 ， 当 且 仅 当 5aESr 

证 明 万 是 实 域 的 情形 已 由 定理 得 知 今 设 了 了 不 是 实 域 , 且 
特征 2， 也 的 每 个 40 都 可 表 如 2 一 92, 其 中 
g++i gg 一 工 


2 
用 到 二 不 是 天 民 的 前 设 ， 应 有 
-TYo， ooEP. 
从 而 4 一 2， 十 六 (了 23) ES | 


作为 本 市 的 结束 ,我 们 在 此 指出 ,对 定义 7. 工 只 需 稍 作 更 改 就 
352 。 


可 适用 证 整 环 . 设 整 环 九 有 子 集 Po 它 满足 定义 了 .1 的 条 件 (1)， 
(2),，(83) 以 及 
(4) Ppf — Pp= {0}. 
我 们 称 Po 是 DD 的 一 个 序 ; 或 者 DD 为 序 整 环 , 记 作 (D, Pp). 设 卫 
是 了 的 商 域 ， 若 卫 有 一 个 序 ,使 得 PND= Po, 就 称 卫 是 Pp 
在 不 上 的 拓展 .现在 的 问题 是 , 当 我 们 有 了 一 个 序 整 环 (D, Pp)， 
问 是 仓 总 能 把 Po 拓展 成 为 商 域 了 上 的 序 ? 回 答 是 肯定 的 , 现在 来 
作出 上 的 一 个 序 ; 对 于 了 了 的 元 素 gc 其 中 必 2E 忆 8 关 0, 规定 
a/bEP 当日 仅 当 ab€Pp. (7.1.9) 
首先 , 这样 的 规定 是 有 效 的 . 因 若 0 天 4/2=w /5', 其 中 总 6b 
0, 则 由 ab = 可 得 0?=wD5; 以 及 840b?=w'b'D2， 设 bE 
Pp， 由 于 582€ Pp, 故 有 a00”*=wb'03€ Pp 假若 a2' 后 Pp, 则 有 
-0b'EPp, 从 而 一 0683 -ab02EPo 这 示 明 了 
‘abd?*€ PpN — Po = {0}, 
与 所 设 玫 慎 .因此 cgEPp 与 ab'€ Pp 是 等 价 的 . 
其 次 , 这 样 规定 的 卫 满 足 定义 了.1 的 条 件 ， (1)，(9) 昆 然 成 
立 ， 今 验证 P 十 PEP， 设 /5 与 4/V 是 了 中 任意 二 元 素 ， 于 
是 有 a2 与 ob' 都 属于 了 p。 由 等 式 
DO (ab’ -t+w bd) =C802 十 0002EPp 


向 有 时 十 本 一- 玫 二 2 EDP， 即 PPEP 成 立 , 至 于 PPEP， 


显然 成 立 ， 这 证 明了 三 是 互 的 一 个 序 ; 又 由 规定 的 方式 知 
PND= Po, 
因此 卫 是 Py 在 上 的 拓展 . 
最 后 尚 需 验证 拓展 的 唯一 性 ， 假 阁 Pp 在 到 上 另 有 一 个 拓展 
P' 关 ,于 是 有 也 的 菜 个 元 素 a/5EP\P'， 按 (7.1.9), ab € PoE 
P'. 又 由 (1/0)?E8 了 ,得 a/ (a5)(1/5)?EP', 矛 盾 . 
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总 结 以 上 的 讨论 , 即 有 

命题 4 若 (D, Po) 是 序 整 环 , 下 是 刀 的 商 域 , 则 Po 可 以 按 
(7.1.9) 的 方式 唯一 地 拓展 成 了 的 一 个 序 忆 ， 量 
”根据 这 个 命题 ， 要 得 到 域 的 序 可 以 先 对 生成 这 个 域 的 任何 一 
个 整 环 来 求 它 的 序 , 再 依 (7.1.9) 的 方式 拓展 成 所 给 的 域 


$7.2 实 闭 域 

实 闭 域 是 一 种 非常 重要 的 情形 。 在 本 节 中 , 我 们 先 来 讨论 它 
的 一 般 性 质 , 并 对 它 作 出 刻 划 . 在 以 后 的 几 节 ,我 们 还 将 从 其 他 的 
角度 进行 讨论 ， 首 先 作 定 义 如 下 ， 

定义 7.3 设 了 是 实 域 ， 车 了 了 的 任何 真 代数 扩张 都 不 再 是 
实 域 , 则 称 了 了 是 实 闭 域 . 

引 理 1 车 也是 实 域 ,但 二 次 扩张 了 (YM & ) 不 是 实 域 ， 则 有 
—aESs. . 
证 明 由 于 五 (V6 ) 不 是 实 域 , 故 有 


-1=Boty Va )», zj YW ER, 
比较 等 式 两 边 ,可 得 
-1-> v9 +a yf 


因为 了 是 实 域 , 故 总 奶 克 0。 从 而 有 


-a=-(1+ 久 9) /多 yfESp. 
命题 1 实 闭 域 了 有 唯一 的 序 P= 
证 明 ” 先 证 了 中 每 个 形式 如 1+w2 的 元 素 都 是 万 中 的 平方 
因 车 4 一 1+2 人 FP3, 则 FP(M a) 是 了 的 一 个 真 代数 扩张 ， 按 所 
设 , 它 不 再 是 实 域 , 故 由 引 理 二 知 -ESr。 因 此 ， 
。 LI4。 


-1 一半 六 . 
从 而 一 1=z?++ 阅 好 ES 矛盾. 


” 欲 证 明 P35 是 也 的 一 个 序 , 只 需 验 证 定义 7.1 的 条 从 
(2). 设 0x*a 7 于 是 (V6) 是 也 的 真 公 数 扩张 , 由 于 它 不 
再 是 实 域 , 故 一 wn€Srp==Z3, 即 (2) 成 立 . 昔 

实 闭 域 的 存在 性 , 只 要 通过 通常 的 超 限 归纳 步骤 就 可 得 到 .我 
们 有 : 

定理 了.3 每 个 实 域 都 至 少 有 一 个 实 闭 的 代数 扩张 . 

证 明 设 五 是 实 域外 是 它 的 一 个 代数 闭 包 ， 今 以 记 了 了 
在 居中 由 所 有 成 为 实 域 的 子 扩张 所 成 的 集 ， 如 果 {Fyjier 是 .中 
一 个 按 包含 关系 所 成 的 链 , 则 它们 的 并 集 显 然 也 局 于 9 按 Zorn 
引 理 ，. 中 至 少 有 一 个 极 大 元 , 例如 如， 五 是 一 个 实 域 , 同时 它 
在 台 内 的 任何 真 代数 扩张 将 不 再 是 实 域 ,. 故 忆 是 实 闭 域 .， 四 

设 上 是 序 域 (P, 卫 ) 的 一 个 子 域 . 易 知 子 集 Po 一 PN% 是 上 的 
一 个 序 、 我 们 称 Py 是 了 在 子 域 Et 上 的 限制 , 或 者 说 在 上 诱 出 
的 序 ; 同时 称 卫 为 P; 在 上 的 拓展 ;还 可 以 径 称 (FF,P) 为 (hk,Px) 
的 一 个 序 扩张 ， 对 于 序 扩张 的 问题 ， 以 后 将 另行 讨论 ， 在 此 我 们 
仅 指 出 一 个 事实 , 即 定 理 7.1 的 必要 性 部 分 ,可 以 从 命题 1 和 定理 
7.3 得 出 ， 因 为 ,任何 一 个 实 域 至 少 有 一 个 实 闭 扩张 BR, RR 有 唯一 
的 序 R?， 这 个 序 在 所 给 的 实 域 上 的 限制 , 就 使 得 该 实 域 成 为 一 个 
序 域 , 因此, 实 域 是 可 序 域 . 

由 于 命题 1 所 阐明 的 事实 ,我们 在 讨论 实 闭 域 之 前 ,有 必要 先 
对 以 F? 为 序 的 域 来 作 一 刻 划 . 今 有 

引 理 2 若 万 是 以 7 为 序 的 序 域 ,于 是 5 二 MVM- 了 4 ,并且 
及 一 (让 上 无 二 次 扩张 . 

证 明 第 一 个 论断 显然 成 立 ,因为 一 1 了’ 第 二 个 论断 等 价 
+ 200 ， 


于 : 玉 的 每 个 元 素 都 是 KK 内 的 完全 平方 ， 首 先 ， 了 的 元 素 在 忆 
内 是 完全 平方 . 因 若 2 后, 则 一 E83 此 时 4= 一 y= (多 y)?E 
kK? 今 考 虑 区 中 元 素 m= 十 0%, 4, 8€F, 5 关 0， 由 刚 证 明 的 事 
实 ， 不 切 设 8 2. 于 是 问题 成 为 求 z， YER, 使 得 有 
(vty a=6+2 
上 式 等 价 于 求解 联 立 方程 
2 一 估 = 
| y=1. 
令 和 =2z2 于 是 和 应 是 方程 
3 一 gq 及 -i=0 (7.2.1) 
在 户 中 的 解 ，(7.2.1) 的 判别 式 为 2 十 4， 在 由 7? 所定 的 序 关系 
下 , 应 有 十 4>0， 今 以 VHT4 表示 它 在 也 内 的 正平 方 根 ， 又 
令 和 =(g+ VT)/2， 若 和 之 0, 此 时 有 wE8, 使 得 和 =w2, 从 而 
断言 成 立 ， 如 果 不 然 , 则 有 4 十 VC 十 4<0, 从 而 
6 一 / 丙 TI- (G+ VRTI) 2V BTA 
由 此 又 将 导 至 
—4=a?— (g++4)= (g++ 十 生 ) (vs 
矛盾 . 量 

上 上述 引 理 可 以 进一步 改进 成 为 

命题 2 下 以 到 作为 它 的 序 ， 当 且 仅 汝 5= 人 TigF, 并 且 
刀 上 无 次 数 为 全 的 Galois 扩张 ,此 处 了 为 任何 之 2 的 整数 ， 

证 明 必要 性 . 6 对 了 显然 成 立 ， 按 引 理 2, 了 CG) 上 无 二 次 扩 
张 , 故 了 (外 是 也 上 仅 有 的 二 次 扩张 ， 因 车 不 然 , 有 了 (ww) 天 了 (6)， 
以 及 [LE :PF]=2, 则 [FF(w, 引 ;: 了 (2)]=2, 矛 盾 . 

设 /F 是 个 Galois 扩张 ,[ 民 :本 =2 1 宇 2， 此 时 

G=Aut(K/F) 
是 个 入 群 。 因 此 有 子 群 互 ,已 s, 它们 的 阶 分 别 是 3-1，325-3 并 且 
”CO6。 


满足 妃 sCRiCG 令 历 , 瑟 分 别 是 互 1， 太 s 的 稳定 域 ， 于 是 按 
Galoig 理论 有 CBCEoCK, 及 [BF1=2, [Bs: 1 一 2. 
从 上 一 段 的 论证 , 知 Ea=A); 又 按 引 理 2, 如 上 不 能 有 二 次 扩 
张 , 予 厦 . z 

充分 性 ， 首先 ,到 (人 是 五 上 唯一 的 二 次 扩张 ， 因 者 另 有 二 次 
扩张 天) 六 (让 , 则 [FG 拉 :F]=4, 且 了 (w, 仆 /是 个 Galois 
扩张 , 与 所 设 予 盾 . 

现在 来 证 明 ?是 也 的 一 个 序 . 设 c6E\F? 于 是 

F(Vc)=7(), 
即 Mec = 二 +06, 4, 5EF， 从 而 c=w2 一 6% =0， 由 此 又 导 至 
5a=0, b#0, 即 c= -DaE 一 za 这 证 明了 - 

对 于 定义 7.1 的 条 件 (3), 只 需 验 证 到 十 到 = 到. 用 反 证 法 ， 
设 有 w, 6E 了 ,使 得 和 从 上 国 的 论 产 知 让。 oo = —d, 
4ER， 从 而 ( 扎 ) +( 二 ) = 一 二 因此 不 妨 径 设 3 十 如 一 一 1 其 

中 ,5 都 去 0. 
现在 令 wa= ae 十 大 ， 今 断言 ,w 不 是 了 ( 引 中 的 完全 平方 ， 因 医 
不 然 , 则 有 a=w’,wEF( 让 ， 设 TEAut((6)/), rt， 于 是 
To) =a—0%= 一 1/g 从 而 oa:T(0) 一 一 1, 即 - 

—1=%27(2) = [v0.7(2)]: EF, 

与 所 设 予 盾 . z 

再 令 4= ~ ,于 是 

ACOA ESEACONACONIACOH EE z 
& 在 王 上 的 共 箔 元 为 -2 ww)， 一 wI(w)， 此 处 硬是 5 在 
五 (w) 上 的 拓展 、 由 
[m= ) =7(0) = —1/0 
得 到 ri(e) = 土 /w， 因 此 卫 (w)/ 是 正规 扩张 ， 此 外 ，w， 一 % 
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bju， 一 i/u 是 互 异 的 ， 因 车 4 二 土 i/u, 则 w= 土 多 从 而 a=0， 这 
与 前 面 的 所 设 矛 盾 ， 这 示 明 了 了 了 (w)/ 五 是 个 4 次 的 Galois 扩张 ， 
而 与 所 设 矛 盾 ， 是 

从 证 明 的 过 程 还 可 以 见 到 , 命 三 中 的 忆 只 要 求 1-2 即 可 

以 下 回 到 对 实 闭 域 的 刻 划 上 来 ， 先 有 

引 理 3 设 也 是 实 域 , (了 ) E 了 [Xj] 是 奇数 次 的 不 可 约 多 项 
式 . 于 是 用 全)=0 有 一 个 根 以 使 得 也 (w) 是 实 域 

证 明 就 了 人 下) 的 次 数 n 使 用 归纳 法 .mI 时 结论 自明 ， 今 
设 w>1, 并 且 对 次 数 低 于 的 奇数 次 多 项 式 , 结论 已 告 成 立 ， 今 
假设 对 于 (外 )~0 的 任何 一 个 根 以 了 (wu) 都 不 是 实 域 ,于 是 有 


-1=Sg(w))’ 
其 中 gy 了 )E8[X], 且 deg(gy(Z))<n 一 I， 从 A 了) 在 了 上 的 
不 可 约 性 ,有 
-1— Sg Xx) +AXIRT), (7.2.2) 


其 中 久 肝 )EP[Z]， 右边 避 (g:( 信 ))* 的 最 高 次 项 系数 是 万 中 
的 一 个 平方 和 .由 于 万 是 实 域 ,所 以 它 六 0. 因此 deg( >XgX( 工 ))) 
是 个 正 的 侦 数 , 且 <2m 一 2， XY)h( 及 ) 应 与 已 (gs( 全 ))* 有 相同 
的 次 数 ， 从 而 degCh( 于 )) 是 个 奇数 , 而 且 <m 一 2， 按 归纳 法 的 前 
设 , h( 圣 ) 有 一 个 奇数 次 的 不 可 约 因 式 , 后 者 有 零点 ,使 得 了 (0) 
成 为 实 域 ， 但 以 X= ac 代入 (7.2.2), 就 得 到 一 1= (gj(o))25 也 
盾 ， 晶 

推论 1 实 闭 域 上 的 奇数 次 方程 在 该 域内 必 有 解 .是 

引 理 3 结合 命题 2 即 得 

推论 8 序 域 (P， 了 ) 成 为 一 个 实 闭 域 , 当 且 仅 当 了 一 3%， 以 
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及 卫 上 每 个 奇数 次 的 方程 在 五 内 都 有 解 . 外 

要 进一步 刻 划 实 闭 域 ,让 我 们 先 来 证 明 下 述 命题 ， 

命题 3 车 五 是 实 闭 域 , 则 了 (MV 一 了 ) 是 代数 闭 域 . 

证 明 只 需 证 明了 (MV 一 I) 上 每 个 多 项 式 都 能 在 其 中 分 解 成 
一 次 因 式 的 乘积 . 

设 f( 卫 ) EPC(MV 一 1)[]; 又 以 f"( 卫 ) 记 f( 于 ) 的 系数 经 自 
同 构 z:4 十 bi>6 一 0 而 得 到 的 多 项 式 ， 于 是 有 .大 下) 产 (和 ) E 
媚 [ 吕 ]. 若 F(R)fr(Z) 在 了 (一 上 分 解 成 一 次 因 式 之 积 ， 则 
GZ) 也 同样 如 此 。 现 在 设 f( 信 )f"( 邓 ) 的 分 裂 域 为 2, 要 证 明 

Q=F(V-1). 

按 引 理 3 的 推论 1，F 上 的 奇数 次 多 项 式 在 了 上 必 有 一 次 因 
式 .因此 , [Q: 克 =2:， 从 命题 1, 2 知 1<1; 又 从 命题 2 的 证 明知 
F( ~ 一 1) 是 了 上 仅 有 的 二 次 扩张 , 故 应 有 0Q=P(V 一 DD). 目 

这 个 命题 的 结论 实际 上 可 以 用 来 刻 划 实 闭 域 ， 设 \ 一 I 持 万， 
且 了 (YN 一 了 是 代数 闭 域 ， 从 命题 2 的 证 明 , 知 了 (~ 一 了 J) 是 也 上 
仅 有 的 二 次 扩张 。 据 命题 2， 也 是 个 实 域 ， 如果 也 不 是 实 闭 的 ， 
由 引 理 3, 了 上 将 有 奇数 次 的 实 扩张 (w), 但 

Fl(u, 二 和 = (一 了) 


因此 ww€8(M 一 1), 即 了 (w)/ 了 不 是 奇数 次 的 实 扩张 ， 这 示 上 明了 
是 实 闭 的 结合 命题 3, 即 有 z 

定理 了 .4 万 成 为 实 闭 域 , 当 且 仅 当 MM 一 1 了, 以 及 F(~ 二 7) 
是 代数 闲 域 ， 是 

我 们 知道 , 实数 域 及 只 有 唯一 的 序 ( 即 通常 的 顺序 ) 有 2?， 而 且 
其 上 任何 奇数 次 方程 在 及 中 都 有 解 ， 因 此 及 是 实 闭 域 。 从 上 述 
定理 又 有 

推论 ”复数 域 @= 及 (vv 一 1) 是 代数 闭 域 ， 用 
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R 是 实 闭 域 这 个 事实 又 启 示 我 们 可 以 从 另 一 方面 来 刻 划 实 闭 
域 ,这 就 是 说 ,可 以 比照 的 性 质 , 先 在 实 域 上 建立 一 些 类 似 的 概 
. 念 , 然 后 用 它们 来 刻 划 实 闭 域 . 

设 (F，P) 是 个 序 域 ，f( 卫 ) EF[1]， 又 设 4，5EF， 使 得 
f(aq)f(2) 了 0， 车 (8)f(5)E 一 了 ,或 者 用 了 所 确定 的 序 关 系 < 
来 玫 作 f(a)f(2) <0, 我 们 斌 称 f( 卫 ) 在 & 与 3 处 有 变 号 ， 对 于 序 
域 (P，P) , 若 下 述 命题 成 立 : 

“对 于 每 个 多 项 式 ( 政 ) EF[ 耻 ], 以 及 中 任意 二 元 素 a, b， 
当 f(a)f(6) 一 0 成 立时 ， 方程 二 ) 0 在 玉 中 有 解 c, 满足 < 
c<b 或 者 6<c<a.” 

我 们 就 称 (F， 了 ) 具 有 多 项 式 的 中 间 值 性 质 ， 域 BR 具有 这 一 
性 质 ， 今 设 五 是 实 闭 域 ，f( 邓 ) EF[] 是 任 一 多 项 式 ， 由 于 
F( ~ 一) 是 代数 闭 域 ,所 以 (了 ) 在 上 能 分 解 成 一 次 或 二 次 不 
可 约 因 式 的 乘积 ， 设 有 ?十 e 邓 十 @ 是 f() 在 了 上 的 一 个 二 次 不 
可 约 因 式 . 它 可 以 改写 如 

(xX+4) +(e- 气 ) (7.2.3) 
由 于 它 在 五 .上 不 可 约 , 故 有 ee<40%， 因 此 , 无 论 且 取石 上 何 值 ， 
(7 .2.3) 关 于 唯一 的 序 到 总 是 正 的 . 因此 , 如果 f( 及 ) 在 a 与 5 处 
有 变 号 ,只 有 了 (于) 的 一 次 因 式 才 人 参与 符号 的 改变 , 从 而 有 某 个 适 
合 6<co<0 或 <o<a 的 元 汝 CCE， 使 得 全 一 0 是 f( 卫 ) 的 一 个 
因 式 , 换言之 , f( 子 ) 一 0 在 了 中 有 一 个 位 于 & 与 5 间 的 根 o， 这 
就 证 明了 z 

引 理 4 实 闭 域 具有 和 多项式 的 中 间 值 性 质 . 上 

为 了 证 明 上 述 引 理 的 逆 理 ， 现 在 对 序 域 的 元 素来 规定 一 种 绝 
对 值 罗 如 下 ; 对 于 (五, 卫 ) 的 元 素 &, 令 


5 应 注意 , 此 处 规定 的 绝对 值 | 上 与 我 们 存 第 六 章 所 定义 的 绝对 值 | |, 是 不 同 
的 概念 。 
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6 a€EP 
lalj=i—% 当 aFP (7.2.,4) 
0 当 &@=0. 
这 个 绝对 值 满足 通 常 的 演算 法 则 
latbl<laol + 12l; losl= Leal. ll, (7.2.5) 
其 中 < 是 由 卫 所 确定 的 序 关系 . 
下 面 我 们 给 出 两 个 与 实数 情形 相 类 似 的 结果 : 
引 理 和 设 (F, <) 上 的 多 项 式 


f(TR)=—T" + I (7.2.6) 
令 必 =maxf{|a|}+1. 于 是 有 玉 必 )>>0; 当 m 为 奇数 时 ,有 
f(~M)<0.. : 


证 明 由 7f">M"*--1= (M1)M"i+...+(M—1) 
>|alM" ?+ + anl 
即 得 Fa)>0. 当 m” 为 奇数 时 ,以 (一 芒 " 乘 入 上 式 两 边 , 得 
(—M)"<oNM" taM" ?二 …+o, 
夏 有 (一 全 )<0. 痢 
引 理 6 设 玫 全 ) 如 (7.2.6); 又 令 
M=max{1, le +:…+ ol}. 
若是 (XX)=0 在 (F, 二 ) 的 任何 一 个 序 扩张 中 的 根 , 则 有 


: lzl<A. 
证 明 车 |zxj<1, 结论 成 立 ， 今 设 ix|>>1、 由 
on 一 一 OUT 一 一 
两 边 取 绝 对 和 值 ,根据 演算 法 则 (7.2.5), 再 以 jxj”? 除 两 边 , 旭 得 
li<lalli/ad + +t lalli/ed<M. 


为 了 刻 划 实 闭 域 ， 在 序 域 中 再 引进 区 间 的 概念 ， 若 w<0 是 
(PP 六) 中 任 二 元 素 ， 则 必 有 oE 刀 使 得 <c< 弛 (例如 取 o= 


* 201 。 


和 )， 因 此 ,在 < 与 3 之 间 必 然 有 无 限 多 个 这 样 的 eE 开 这 个 
事实 可 称 为 序 域 的 稠密 性 ， 对 于 任意 二 元 杂 56<0 今 记 

la, b[={cEF |o<6e<0); 

[c, 5] ={cEF |o<e<6)}, 
分 别称 作 & 与 2 所 定 的 开 区 间 和 闭 区 间 、 现 在 来 证 明 

定理 3.6 序 域 (FF, 卫 ) 成 为 实 闭 域 ， 当 且 仅 当 它 具有 多 项 式 
的 中 间 值 性 质 . 

证 明 只 需 证 明 充分 性 ， 设 < 是 了 所 确定 的 序 关系 ， 又 设 
wo>0， 作 和 多项式 玫 匀 )== 了 ?一 og 车 46<1, 此 时 有 f(0) <0<f(1D)， 
按 中 间 值 性 质 , 在 ]0, 1[ 中 有 某 个 o, 使 得 f(c) =0, 换言之 ,4 是 了 
中 的 完全 平方 ， 若 4>1， 此 时 有 (0) <0<f(a)， 同 样 可 知 在 
]0, a[ 中 有 某 个 6, 使 得 6， 这 就 证 明了 P= 了?. 

现在 设 玉 了 ) 是 由 (7.2.6) 所 给 出 的 一 个 奇数 次 多 项 式 . 取 引 
理 5 中 的 元 素 一 对 , 有 .由 于 入 对 ) 在 一 半 , MM 处 有 变 号 , 按 中 间 
值 性 质 , 区 间 ] 一 到 ,到 5 中 有 某 个 6, 舍得 了 (0)=0. 

根据 以 上 的 论证 , 从 定理 7.5 的 推论 即 知 也是 个 实 闭 域 ， 目 

在 以 下 两 节 中 ,我 们 还 将 从 其 他 方面 继续 对 实 闭 域 进行 研究 ， 


$7.3 Artin-Schreier 定理 


在 本 节 中 将 要 证 明 Artin 和 Sohreier 的 一 条 著名 定理 , 它 可 
以 看 作 是 定理 了 .4 的 进一步 深化 . 

定理 了 .6(Artin-Scehreier) 设 2 是 一 个 特征 可 为 任何 数 
的 代数 闭 域 ,BR 是 它 的 真子 域 .车 Q/ 尽 是 有 限 扩张 , 则 甩 是 个 实 
闭 域 ,并 且 有 0Q= RG), b= ~ -1l. 

证 明 ”首先 证 明 玉 是 完备 域 ， 因 车 不 然 ， 则 及 的 特征 为 
p 冯 0， 生 有 某 个 4E 有 R 不 能 表 成 BR 中 元 素 的 Pp 次 曙 ， 由 此 可 知 
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又 ?一 5 在 忆 上 不 可 约 ,7 可 取 任 何 自然 数 ， 但 这 与 [@: 有 <co 的 
所 设 相 矛 盾 . 

若 昌 ~ RG), 结论 由 定理 7.4 得 出 、 今 假设 QB， 在 及 
是 完备 域 的 情形 下 , Q/R( 包 为 有 限 Galois 扩张 . 设 g 是 [Q:R(0)] 
的 一 个 素 因 子 ， 于 是 8/B(2) 的 dalois 群 G 有 一 个 阶 为 g 的 循 
环 子 群 及 ， 令 五 是 瑟 的 稳定 域 , 从 而 2/ 了 是 个 9g 次 循环 扩张 . 
如 果 g 等 于 的 特征 2, 按 定理 1.16, 了 上 将 有 次 的 扩张 ,? 可 
取 任 何 目 然 数 ,从 而 又 与 [8:BR( 锌 ] oo 康 盾 . 因此 ,gp. 

令 6b, 是 g' 次 本 原单 位 根 ， 由 于 [7(60):P]<9, 故 L1EP. 根 
据 8I.13 命题 了 ,此 时 有 = 了 了 (aMD),a€ 了， 设 久 是 方程 人 一 4 
的 一 个 根 ， 从 [8: 了 ~g 知 祥 " 一 6 一 了 (一 C6) 在 如 上 是 可 约 
的 . 令 g( 了 下) E 了 了 [对] 是 它 的 一 个 首 系数 为 1 的 不 可 约 因 式 , 且 有 
9g(w) 一 0 由 于 wu 了 了 , 故 deg9() 一 9。 纪 了 ) 的 常量 项 具有 形式 
8、 是 by 的 一 个 根 , 因此 w 生 万， 从 而 又 有 引 生 了 了， 由 
此 可 得 QO= 了 (ts). 

现在 取 0 的 素 子 域 卫 ,以 及 自然 数 7, 使 得 LEP(Cs), 但 crtl 
手 P(Ca). 这 种 7? 是 存 存 的 ,因为 扩张 次 数 IP(Cy) :了 ] 随 7 而 递增 
今 以 有 (有) 记 rri 在 上 的 极 小 多 项 式 ， 显然 有 

h(X)E(P(L) NF)LT]. 
由 于 degh( 革 )=g， 故 [P(ryD:(P(byin) 了)]=g， 员 一 方面 ， 
由 于 brn 后 P(E5y) 一 PGEs)， 故 [P(rz2D) :PC(L)]q， 因 为 7 之 2, 
必 皇 F, 即 PCL,) 和 后 了 ， 由 此 得 知 P 了 (CL,) 关 了 N P(ri).， 这 表明 了 
群 Aut《P《5.+1)/ 卫 ) 至 少 含有 两 个 循环 子 群 ,它们 的 阶 等 于 g， 从 
而 得 知 Aut(P(Lyi1)/ 卫 ) 不 是 循环 群 ， 这 只 能 在 P=Q@, 以 及 0 一 2 
时 才 有 可 能 ， 前 者 表明 8 的 特征 为 0, 后 者 给 出 r=2. 但 在 y=7 
一 2 时 ,有 一 土 %， 了 是 BO 的 扩张 , 故 %EF. 但 这 叉 与 = 土 Ls 
入 至 相 了 矛盾， 这 就 证 明了 0=B(). 和 目 
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此 定理 尚 有 如 下 的 改进 : 
推论 设 2. 是 可 分 代数 闭 域 ,如 是 它 的 子 域 , 且 有 
1 < (0: RR),<o0. 
于 是 BR 是 实 闭 域 ,Q, 是 代数 闭 域 ,并 且 8, 一 BR(2). 
证 明 令 0， 的 代数 闭 包 古 4 又 令 
LL 一 {了 EQslz 关于 总 是 可 分 元 } 
此 时 @/ 工 是 纯 不 可 分 扩张 . 令 忆 是 Aut(C2/ 忆 ) 的 稳定 域 ， 于 是 
R' 是 RR 上 的 纯 不 可 分 扩张 ,同时 又 有 = 芽 ' RR， 因 此 ， 
[Q:R|S<[L:RIs= [Qa: Rjs<o0. 
另 一 方面 ， [2: Rjs>[L:Rls= [Qs: Rls>1, 
即 1<[02:B8 | <. 
由 定理 知 @ 的 特征 为 0。 因 此 0=0, 工 以 及 Q, 一 BR 是 


$7.4 Sturm 性 质 与 Sturm 定理 


本 节 将 继续 对 实 闭 域 进行 刻 划 ; 同时 , 本 节 的 主要 结果 ; 实 闭 
域 上 的 Biurm 定理 ,又 为 以 后 的 讨论 提供 了 一 个 工具 . 
设 (F, 了 ) 是 个 序 域 ,f(X) EF[] 是 无 重 因 式 的 多 项 式 ， 所 
谓 有 (及) 的 标准 列 ,是 指 一 个 由 多 项 式 组 成 的 列 , 按 以 下 的 方式 规 
定 : 
fo=f; 有 =f (f( 卫 ) 关 于 下 的 形式 导 式 )， 又 当 fo，…， 
fj(j 之 1) 已 经 规定 后 ,fy4z 由 以 下 的 等 式 给 出 ， 
fy-1—= fi9;— fit1 (7 .4.1) 
其 中 ggy( 卫 ) EF[],deg fjrx( 习 )<degf;()， 按 照 这 一 方 
式 可 以 得 出 一 个 有 限 长 的 多 项 式 列 
fo, fi, ,Ff (7.4.2) 
其 中 最 后 的 一 个 是 7 的 非 零 元 ， 这 是 由 于 了 无 重 因 式 ,而 所 应 是 
f 与 了 7 的 最 高 公 因 式 . : 
。 64， 


据 8$7.2 的 引 理 6, 我 们 可 在 中 选择 一 个 适当 的 正 元 素 以， 
使 得 (7.4.2) 中 的 每 个 多 项 式 在 了 的 任何 一 个 序 扩张 内 的 零点 ， 
都 包含 在 ] 一 及, 开 [之 内 ， 今 考虑 两 个 由 非 零 元 所 成 的 有 限 列 : 
fo —M), fi(—M), ”3 fs 
fo M), fiM), *…, fo 
并 且 以 5( 一 到 ) 和 83(MN) 分 别 表示 这 两 个 列 中 符号 改变 的 个 数 . 
如 果 f( 卫 ) =0 在 互 内 的 根 的 个 数 等 于 |5:( 一 用 ) 一 8x 用) 上 ,我 们 
就 称 (他 ) 具有 Sturm 性 质 ， 若 了 上 每 个 无 重 因 式 的 多 项 式 都 
具有 Sturm 性 质 , 则 称 序 域 (F, P) 具 有 Sturm 性 质 ， 现 在 先 来 
证 明 一 个 命题 : 
命题 1 具有 Sturm 性 质 的 序 域 是 实 闭 域 , 
证 明 设 (F, 了) 具有 Sturm 性 质 ; wcE 卫 ， 考虑 多 项 式 
f(X¥)=X¥* -a,. 
这 是 个 无 重 因 式 的 多 项 式 , 其 标准 列 为 
ig, 2X,04 《7 4.3) 
到 适当 的 履 EP, 可 以 使 得 (7.4.3) 在 一 站 与 了 处 的 符号 分 别 为 
十 ， 一 ， 十 ; 
十 ， 本 十 ， 
因此 ，5/( 一 下 ) 一 6/( 用 )=2、， 由 于 卫 具 有 Sturm 性 质 所 以 
卫 :-g 在 了 内 有 零点 ,换言之 ,4 是 五 中 的 完全 平方 。 

其 次 , 设 f( 了 了) EF[ 卫 ] 是 一 个 无 重 因 式 的 奇数 次 多 项 式 , 其 
首 系 数 为 1; 而 且 deg (于)>>1， 设 它 的 标准 列 为 (7.4.2)， 于 是 
取 适 当 的 履 E 户 , 可 使 得 (7.4.2) 在 一 必 与 对 处 的 符号 分 别 具 有 
如 下 的 形式 : 

一 , 十 ,*…, 土 (7 .4.4) 

十 , 十 , …, 十 (7 .4.5) 

其 中 中 间 那 一 部 分 符号 , 视 具体 的 多 项 式 而 定 ， 由 于 天 是 个 常量 
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项 ， 所 以 在 上 述 二 列 中 到 同一 符号 。 现在 要 证 明 ， 对 于 这 样 的 
f( 邓 ), 和 恒 有 |5i( 一 他) 一 61(M)| 之 1 为 此 , 先 有 一 条 简单 的 引 理 . 
引 理 1 设 

8n, En-l, ***, 80 

Bi, 6%-1, *“**, 80 
是 两 个 有 限 长 的 符号 列 ,其 中 每 个 sy sf 可 以 任 取 符号 十 或 一 ; 又 
设 seo= so。 著 以 2 与 3w 分 别 表示 上 、 下 二 列 的 变 号 个 数 ， 则 当 
sn 一 sx 时 ,有 

I5, 一 8s 为 偶数 或 0: 
而 当 ss 尖 s 时 ,有 
16, 一 6w| 为 奇数 . 

证 明 “只 需 对 mm 使 用 归纳 法 ,从 略 . 是 

现在 回 到 命题 的 证 明 上 来 . 根据 上 述 引 理 ,符号 列 (7.4.4) 与 
“(7.4.5) 的 变 号 数 之 差 应 为 奇数 ,因此 |5:( 一 履 ) 一 6:(M)1>>1. 按 
所 设 ，f( 邓 )=0 在 五 内 至 少 有 一 个 解 。 命 题 的 结论 由 定理 7.4 
的 推论 即 可 得 出 . 

当 也 是 实 闭 域 寺 ， 上 述 命题 的 逆 理 也 成 立 ， 而 且 还 可 得 到 更 
强 的 结论 , 在 取 实 数 域 及时， 它 就 是 古典 的 Sturm 定理 . 为 证 明 
计 , 再 对 多 项 式 引 进 一 个 较 标 准 列 稍 强 的 多 项 式 列 . 

设 XX)EFR[LX1; [ec 6] 是 (8, 了) 的 一 个 闭 区 间 . 又 设 

fo=f, 广大 (7.4.6) 
是 下 上 的 一 个 多 项 式 列 , 它 满足 以 下 诸 条 件 : 

(1) 最 后 项 六 = 大 ( 革 ) 在 [&,， 如 内 无 零点; 

(2) 若 xE [oa 5] 是 某 个 fi 对)=0 的 根 ,0<I<s, 则 有 

fi-1(%) si <0; 

(3) fo(a)fold)+z0; 

(4) 车 对 于 某 个 w€ fa， 想 ， 有 f(w) =0， 则 存在 开 区 间 
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]o， w[ 及 ]w, a[， 此 处 46<6e，4<5, 使 得 对 le, wu{ 中 每 个 %， 都 有 
folw)fi(w) < 过 0， 又 对 ]u, Q[ 中 每 个 y， 都 有 foly) 有 i(Y) 之 0， 我 们 
称 多 项 式 列 (71.4.6) 是 作对 ) 在 [6，8] 上 的 一 个 Siurm 列 ， 对 于 
uwE [a, 61, 今 以 6;(w) 记 元 到 列 
oO fl%), pm flu) (7.4.7) 

的 符号 改变 个 数 ， 此 处 hn，…， 六 是 帮工 ) 在 [c， 可 工 的 某 个 
Sturm 列 . 如 果 在 (7.4.7) 中 有 0 出 现 , 在 计算 6/(w) 时 , 应 了 略 去 
再 行 计算 。 例 如 ,一 2，8, 0， 一 1, 0， 一 3, 5} 这 个 列 的 符号 改 
0 变数 为 4. 

命题 2(Sturm 定理 ) 设 F 是 实 闭 域 ,fA( 邓 )E 了 [XX] 无 重 因 
式 ， 于 是 了 (X)=0 在 [4, 8] 内 的 解 的 个 数 ， 等 于 A(X) 在 [&, 8] 
上 任何 一 个 Sturm 列 在 端点 & 与 5 处 的 变 号 个 数 之 差 , 即 5/、4) 一 
610). 

证 明 设 (7.4.6) 是 f(X) 在 [6，5] 上 的 一 个 Sturm 列 . 取 
出 其 中 每 个 方 在 [w, 人 ] 内 的 零点 ， 连 同 涡 点 4，5， 按 它们 关于 五 
的 唯一 的 序 关 系 < 顺 列 如 次 ; 

G=W0 < om = b. 

这 就 使 得 每 个 所, 在 每 个 开 区 间 j]%， Qtt[ 之 内 都 无 零点 ， 

设 cE1ao, ai[. 今 证 明 , 6yCa) ==6:(c)。 首先 , 按 87.2 引 理 
4, 有 

fi(o fi(e)>0, 0<I<s. 
若 每 个 所 =0 都 不 以 6 为 根 , 则 - 户 (ac) 户 (co)>0, 从 而 Se) = 564(6)， 
车站 户 (@)=0， 按 条 件 ( 目 ，(3) ， 可 知 了 g) 尖 0,，j 国 天 0， 改 有 
0<k<s， 此 时 所 (2), 有 
fr-1(0) frri(0) <0. 
由 于 fx- 掺 tt 在 [4, 外 内 无 零点 ,所 以 有 
1 x»-1(0)F p-1(6) >0; frriCo)Ff x+1(0) >0, 
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从 而 fr-1(0)frri(0) <0， 因 此 
fxr-1(0), fn) 一 0， frri(0) 
与 fr-1C6), frle), frrile) 
都 只 有 一 个 变 号 ， 由 此 得 知 
Fo fl@), 7 fo) 
与 flo), fi(0), *…, flo) 
有 相同 个 数 的 变 号 , 即 6/(@) 65;C0)， 
据 完全 相同 的 论证 可 以 得 知 , 对 于 QE]am_1, 5[， 有 51(4) = 
65:(28)， 又 在 f(ai) 关 0 时 ,同样 可 以 证 得 56;(@;)=6y(e), 以 及 
57:(0;) 一 5) 。 
从 而 6j(0) = 5(d) ,此 处 ecE]ja ww[igeje， oal. 
其 次 来 讨论 f(m) =0 的 情形 . 根据 (4), 对 于 上 面 所 设 的 。 与 
a, 有 foCe)fi4(0) <0 与 fo(9) 有 (9) 0 成立 , 即 
folo), fi(c) 有 一 个 变 号 ， 
f(g), 有 (9) 无 变 号 . 
使 用 与 上 一 段 相同 的 论证 ,可 以 得 知 一 
fi_1(6), 方 (c)， firi(c) 
与 fi-1C0), f(D), fis1(0) 

有 相同 的 符号 改变 数 ， 此 处 2<j<s 一 I， 因此，5y(0) 一 5/(9) 在 
f(ai) =0 的 情形 下 为 1. 现在 对 每 个 任 取 al€j41, wp: 是 有 
81/(0) —81(5) = (8/(@) ~81(0)) + C81(0;) 一 35) 

+ (8/(0,) — 5;(5)). 
根据 前 面 的 证 明 , 5/(@) =5/(al)， 以 及 5y(@) 一 5/(5)， 至 于 上 式 
右边 中 间 的 那 一 部 分 , 当 /cz 关 0 时 ,Sj(@y) 一 Sci 而 当 (a) 
0 时 ,有 5/(a!) 一 56/(ai41) 一 4， 因此 , FEZ)=0 在 [ec, 妈 中 的 根 
的 个 数 等 于 5j(e) 一 61(5)， 此 外 ,从 证 明 的 过 程 还 可 以 见 到 ,这 一 
-268 。 


结论 的 成 立 与 Stiurm 列 的 取 法 是 无 关 的 。 是 
例 在 $2.3 中 曾 考 虑 过 方程 1 对) 一 2 了 一 5X“ 十 5 一 0 的 
实 根 个 数 ， 首 先 , 根据 $7.2 引 理 6, A 了 邓 ) =0 的 实 根 都 在 [一 5 
中 之 间 . 了 (XX) 在 [一 5, 51 上 的 一 个 Sturm 列 是 . : 
fo=f, f=10X—20X3, fo=23—5, fs= —25X¥ +50, 
fa= —11. 
分 别 以 土 5 代入 {fo,…, fs}, 得 
5(—5)=4 5/(6)=1. 
因此 , 作 廊 ) 一 0 惟有 三 个 实 根 。 : 
对 于 五 上 任 一 无 重 因 式 的 多 项 式 了 (人 )， 如 何 作出 它 在 某 个 
闭 区 间 [4, 6] 上 的 Sturm 列 , 这 自然 是 个 首要 的 问题 。 在 本 节 开 
始 时 所 作 的 标准 列 (7.4.2)， 只 要 了 (a)f(5)¥0， 就 是 亿 节 ) 在 
[ec,， 2 上 上 的 一 个 Starm 列 . 今 就 前 面 的 条 件 进行 检验 ， 条 件 (1)， 
(3) 显 然 成 立 ， 设 ww€ [4, 5]， 且 有 fi(u) =0. 由 fi1= fi9;- fitl 
可 得 出 fC firiC 二 0, 而且-i(w) 一 0 当 且 仅 当 .Ps 一 0， 
但 由 此 又 将 导 至 fyy1(w) 一 … 一 fs(w) 0, 矛盾。 因此 应 有 
fy fynl) <0, 
即 (2) 成 立 ， 今 设 f(w) 0， 于 是 有 
f(X)—=(X—u (XN), gu) #0, 
以 及 fi(X)=f (FX)= (XWwWg (XX)+g(X). 
取 [6, 6] 中 一 个 包含 色 的 区 间 [e, 中], 使 得 广 ( 芋 )g( 义 ) 在 其 中 不 
取 零 值 ， 按 $7.2 引 理 4, 丘 (XX)g( 匀 ) 在 其 中 有 定 号 ， 又 因为 
fg) = (9 ) >0, 
故 了 (于) 有 (下) 一 (及 一 及 ( 卫 )g( 叉 ) 在 [0, 中 中 的 符号 等 于 下 一 
ww 在 [ce, 吕 中 的 符号 ， 这 证 明了 条 件 (4)。， 因 此 ,对 二 无 重 因 式 的 
ff 对), 在 适当 的 区 间 [6, 9] 上 ， 它 约 标 准 列 就 是 它 的 一 全 Sturm 
列 ， 由 于 我 们 总 可 以 选取 一 个 适当 的 正 元素 好 ， 使 得 放 侠 )=0 
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在 殖 内 的 根 都 在 ] 一 ML，M [之 内 ,所 以 在 实际 使 用 上 , 条 件 (3) 并 
不 成 为 一 个 限制 . 

推论 ” 实 闭 域 具有 Sturm 性 质 . | 

再 结合 命题 1, 即 得 

定理 了.7 序 域 (F, 卫 ) 成 为 一 个 实 闭 域 ， 当 且 仅 当 它 具有 
Sturm 性 质 . | 

利用 上 述 定理 ,不 难 证 得 以 下 的 

引 理 2 设 也 是 实 闭 域 ,是 它 的 一 个 子 域 ， 若 在 也 内 是 
代数 封闭 的 , 则 大 也 是 实 闭 域 . 

证 明 设 f( 卫 ) Ek[ 邓 ] 是 无 重 因 式 的 多 项 式 ; 又 设 f( 卫 )==0 
在 中 有 根 w， 按 $7.2 引 理 6， 适 当地 选择 4，8Ek， 可 使 得 
f( 有 )=0 在 了 中 的 根 都 在 [a, 臣 之 内 ， 按 命题 2, 根 的 个 数 等 于 
5,(@) 一 61(5)， 由 于 久 关 于 5 是 代数 的 , 故 wEk， 从 而 (对 )=0 
在 £ 中 的 根 的 个 数 等 于 5/(@) 一 86/(2) .这 示 明 了 具有 Starm 性 
质 , 因此 是 实 闭 域 。 目 


$7.5 序 扩张 实 闭 包 
序 扩 张 的 概念 已 在 $7.2 中 提 到 ,在 本 节 中 , 我 们 首先 要 讨论 
它 存 在 的 条 件 ; 然后 引入 序 域 的 实 闭 包 ， 并 且 进 而 证 明 它 的 唯一 
性 . 
设 玉 是 序 域 (P,P) 的 一 个 扩张 ， 作 尼 的 子 集 


Sx(P) {EariloEP, wERK} ~ (7.5.1) 
其 中 卫 表 示 有 限 和 。 利用 这 个 子 集 , 就 可 以 判断 在 什么 情况 下 , 卫 
能 拓展 于 及 ， 今 有 


引 理 1 的 序 了 能 拓展 于 KK, 当 和 且 仅 当 一 FSx(P). 
证 明 设 PP 在 KK 上 有 拓展 PP， 此 时 有 
Sa(P)EP., 
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由 于 一 1 P', 故 -14 Si(P). 
反之 , 设 一 1 生 Sg(P). 由 Sx(P) 刁 Sx; 以 及 Sx(P) 关 于 加 法 
与 乘法 的 封闭 性 ,所 以 Sr(P) 是 及 的 一 个 亚 序 . 按 87.1 引 悍 2， 
可 得 到 K 的 一 个 包含 Sr( 卫 ) 的 序 已 ， 但 由 Srx(CP) 已 ,可知 
PNFOP. 
再 据 $7.1 引 理 4 即 得 PNF=P. 午 
从 这 个 四至, 立即 得 到 
推论 车 玉 = 了 (,…, 纪 ) 是 了 上 的 纯 超越 扩张 , 则 也 的 序 
必 能 拓展 于 KK. 时 
下 面 是 一 个 与 定理 7.2 相 类 似 的 结论 ， 
命题 1 若 也 的 序 也 在 及 上 有 拓展 , 则 有 
Sg(P)=MP, (7.5.2) 


其 中 P' 遍 取 书 在 开 上 所 有 的 拓展 。 又 在 了 不 能 拓展 于 五 ， 或 
者 K 不 是 实 域 的 情形 , 则 有 
Szx(P)=K. 
证 明 先 讨论 了 了 在 玉 上 有 拓展 的 情形 ， 此 时 有 
Sx(P)EMP. 


设 w 生 Sr(P). 由 于 一 1 后 Sx(P), 按 $7.1 引 理 3, 知 芭 中 存在 包 
含 Sx(P), 但 不 包含 2 的 序 P'， 从 而 2 后 | PP , 即 (7.5.2) 成 立 . 

如 果 二 不 能 拓展 于 天 , 按 引 理 1, 此 时 应 有 一 ESx(P)， 又 
各 长 不 是 实 域 , 则 有 一 1ERSrESr(P).， 另 一 方面 ， 人 
张 , 帮 特 征 为 0， 与 命题 工 一 样 ,此 时 应 有 Sr( 忆 )= 刁 ， 量 

设 ( 了 了, 了) 是 个 序 域 . 各 不 能 拓展 了 也 的 企 何 一 个 真人 
数 扩张 , 就 称 ( 瑟 , 卫 ) 为 极 大 序 域 ， 实 闭 域 (F，F”) 显 然 是 一 个 极 
大 序 域 ， 如 果 ( 五 ， 卫 ) 是 ( 己 卫 ) 的 代数 序 扩 张 , 同时 又 是 极 大 序 
域 , 则 称 (KK,，P') 为 (了 , 了) 的 一 个 实 闲 包 ， 今 有 
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引进 3 任 条 -个 订 咸 (7 厂 ) 都 至 少 有 一 个 实 闭 包 ， 
证 明 设 信 是 的 任何 一 个 代数 闭 包 ， 以 了 表示 由 IF 
的 这 种 中 间 域 天 所 成 的 集 ， 即 一 能 拓展 于 外 K， J 是非 空 的 , 因 
为 FEY. 今 
KiCK;C 
是 中 任何 一 个 升 链 、 作 下 LK, 则 应 有 到 EY， 因 若 玉 插 


, 刚 一 ESi(P), 或 者 写 如 
—1=Dar, wvEK. 

上 上 式 右边 的 ,必然 同属 于 某 个 KK;。 因 此 有 一 1ESx,(P), 了 矛盾 。 
对 归纳 集 .2 使 用 Zorn 引 理 ,就 得 到 一 个 极 大 序 域 (有 KK，P'), 它 就 
是 (五 ,， 石 ) 的 一 个 实 闭 包 ， 量 

上 而 提 过 , 实 闭 域 是 极 大 序 域 ， 今 证 明 它 的 逆 理 ; 

命题 2% 极 大 序 域 必然 是 实 闭 域 . : 

证 明 设 (F, 卫 ) 是 个 极 大 序 域 ， 首先 ,了 上 只 能 有 唯一 的 序 
大， 由 二 2C 了 ,只 各 证 明 .PCF?. 车 有 aEP\F3, 则 FP(Va) 
是 户 上 的 真 代数 扩张 ， 按 卫 不 能 拓展 于 了 (M 4 )， 根 据 引 理工 
应 有 一 1= Sa(bit 6 6)3, 其 中 mEP, 6,, CER. 由 此 导 至 


—1= Bo0+6 2 a EP, 


了 矛盾， 其 次 来 证 (P，P) 上 无 奇数 次 的 扩张 。 因 若 及 /是 个 是 
数 次 扩张 , 按 $7.2 引 理 3, 是 个 实 域 ， 从 而 KK 有 序 , 设 卫 奇 
其 中 之 一 ， 据 上 段 的 结论 , 了 P=? 是 也 唯一 的 序 , 故 有 PNP= 
P, 吉 卫 可 以 拓展 于 玉 , 而 与 所 设 矛 盾 ， 命题 的 结论 由 $7.2 引 理 
3 的 推论 2 即 得 ， 和 
” ”上述 命题 表明 , 极 大 序 域 与 实 闭 域 事 实 上 是 一 致 的 , 尽管 它们 
的 定义 方式 不 同 . 

从 以 上 存在 性 的 证 明 来 看 ， 无 法 得 出 任何 关于 序 域 的 实 闭 色 
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“唯一 性 ”的 结论 。 类似 也 代数 闭 包 的 情形 ， 实 闭 包 也 具有 某 种 意 
义 下 的 唯一 性 ， 为 了 建立 一 种 合理 的 唯一 性 , 我 们 先 来 引进 一 个 

设 (P1，P1), (Fa3，P 了 Ps) 是 两 个 序 域 ，7 是 4 与 Ts 间 的 一 个 
同 构 .车 4 满足 | 

T(P1) = P,, 
或 者 由 序 关 系 表 如 
0<a 当 且 仅 当 0<7(0), 

则 称 ( 志 ,了 Pw) 与 (了 Fs，P2) 是 序 同 构 的 ,或 称 5 为 保 序 同 构 . 

以 下 我 们 将 证 明 , 序 域 的 实 闭 包 除 序 同 构 外 , 是 唯一 确定 的 ， 
为 了 证 明 的 和 需要 ,再 给 出 一 个 引 理 . 

引 理 3 设 (P， 了 ) 是 序 域 ， 式 是 对 了 添加 所 有 正 元 素 的 平 
方 根 所 得 到 的 域 . 于 是 卫 在 玉 上 有 拓展 ， 

证 明 当 (, 了 ) 是 平方 封闭 的 实 域 时 , 太 = 了 了 ,绪论 自 明 ， 今 
设 卫 不 是 平方 封闭 的 . 按 引 理 1, 只 需 证 明 一 1 后 Sx《P). 假若 不 
然 , 有 一 1€Sx(P), 于 是 方程 

—1= BRi, DEP 

在 玉 中 有 解 ， 从 而 在 下 的 某 个 子 域 了 CVG4,…， Mr ) 内 有 人 解 . 
对 > 使 用 归纳 法 。， 因 此 不 妨 径 就 了 CY % ) 的 情形 来 考虑 ， 若 有 
1=Z bi(0st dd, Vo): 成 立 , 则 将 导 至 z 
z 1-> bf +0 biED, 
亏 盾 . 和 , z 
定理 7.8 设 序 域 玉 是 (F, P) 上 的 一 个 有 限 序 扩张 ;及 是 个 
实 闭 域 ， 又 设 5:8 一 BR 是 从 (F, 了 ) 到 (BR, RR) 内 的 序 同 构 .于 是 
rt 可 以 拓展 成 为 从 玉 到 (BR，B?) 内 的 一 个 序 同 构 A: 忆 -> 及 

证 明 设 K- 了 Cw);Y 在 了 上 的 极 小 多 于 式 为 
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mi( 系 ) = 于" 十 gt 了 "1 十 … 二 0， 
按 $7.4 命 题 2，m( 王 )=0 在 尺 的 实 闭 扩 张 内 的 根 的 个 数 为 
6m《 一 肝 ) 一 6m《( 潮 ), 导 是 (F, 卫 ) 中 某 个 适当 的 正 元 素 . 由 于 r 是 
序 同 构 ,所 以 对 于 及 上 的 多 项 式 
mlr( 筷 ) 二 "十 5(@1) 及 "1 (6 ) 
应 有 6mr( 一 TCM)) 一 6mr(T( 肛 )) = 6m( 一 肛 ) 一 6m( 耻 ) >1， 央 此 ， 
方程 m"( 革 )=0 在 RB 中 有 解 ， 设 名 是 它 的 一 个 解 ,于 是 映射 
UA 
可 以 扩大 成 为 ?在 KK 上 的 一 个 拓展 ， 由 于 KK/F 是 有 限 扩张 , 7? 
在 式 上 至 多 只 有 有 限 个 拓展 ， 今 证 明 , 在 这 些 拓展 中 , 必定 有 一 
个 是 序 同 构 .假若 不 然 , 设 7 在 下 上 所 有 的 拓展 
wi K—>R, 9 一 工 ,7 
都 不 是 序 同 构 , 则 对 二 每 个 =I1,…, 7, 都 及 中 的 元 素 %W>0， 
使 得 jw(%y) <0。 按 引 理 3, 卫 = 玉 (wo …， MV) 是 区 的 一 个 
序 扩张 , 从 而 也 是 (F,，P) 的 一 个 有 限 序 扩张 ， 因 此 , 存在 z 的 一 
个 拓展 AL 一 尼 、 有 在 玉 上 的 限制 ,应 是 jm, …，jw 中 的 一 个 ， 
设 为 .于 是 _ 
to) =p(Vo)>0, j=1, ,7 
此 帮 一 予 逢 ,证 毕 . | 

此 定理 尚 可 改进 如 下 : 

定理 ?.9 设 忆 是 序 域 (FP，P) 的 一 个 实 闭 包 Ri 是 某 个 实 
闭 域 ， 阁 5: 一 Ri 是 从 (了 ,， 了) 到 (Ri RY) 内 的 序 辣 构 , 则 4 可 以 
唯一 地 拓展 成 为 从 羡 到 Ri 内 的 一 个 序 同 构 :BR 一 Ri. 

证 明 先 来 作 一 个 从 甩 到 Bi 的 单一 上 映射 , 使 得 它 在 上 的 
限制 残 是 z，。 设 a€BR, 它 在 上 的 极 小 多 项 式 为 m( 玉 )， 又 设 
"(这 )=0 在 BR 中 的 根 为 m1,…, oy; 并 且 有 

OO oy, 


mxz( 和 ) 一 0 在 局 中 应 有 相同 个 数 的 根 ， 设 为 84，…，ApB， 如 果 
Bi<… 过 Bi, 我 们 令 z 
1 a= QB, (7.5.3) ， 

以 及 1 VHz(O)，， VE 
这 就 给 出 了 一 个 从 五 到 轧 的 单一 映射 , 而 且 是 7 在 RR 上 的 拓展 . 

其 次 证 明 这 样 规定 的 是 从 有 BR 到 Ri 的 同 构 ， 设 @, ow ER; 
又 以 mu( 斑 ), ma( 导 ), ms( 卫 ), masa( 了 ) 分 别 表 示 0 ,a 十 oo, 和 
au 在 了 上 的 极 小 多 项 式 . 作 

9( 尺 ) 一 ma( 慎 )ma( 脏 )ms( 卫 )ma( 尺 ). 
又 令 7, ,7 是 9(X)=0 在 五 中 相 异 的 根 ， 作 开 = 互 (7 
270， 按 定型 7.8, 可 以 拓展 成 一 个 序 同 构 Aa: 攻 一 人， 设 
za 入) 一 0 
在 情 内 的 解 为 7Y;,…, 7;, 又 设 x+w = 据 87.4 的 命题 2， 
0 定 )=0 在 已 中 也 有 7 个 根 , 设 为 8 0 并且 35<<…<< 
5;,， 根 据 pi 的 作法 ,它们 应 是 pw4《(74)，…，K1i(7Yi,); 同时 应 有 
Hi) < HYin). 
再 按 (7 .5.3) 对 内 的 规定 , 有 
YI) = Wii,). 

对 于 元 素 mo ,可 以 作 全 然 相同 的 考虑 。 由 于 uz 是 个 同 构 ,所 以 由 
(7.5.3) 所 规定 的 单一 映射 凡是 个 从 有 到 Ri 的 同 构 映射 . 

至 于 凡是 个 序 同 构 , 从 4(R”) 和 SR 即 知 ， 最 后 要 证 明 这 样 规 
定 的 尺 是 z 的 唯一 拓展 .假若 不 然 , 设 w 是 3 的 另 一 拓展 ,w 坟 . 
于 是 对 于 某 个 aER， 有 Ww(o) 和 天 (0o). 设 m( 对 ) 是 a 在 了 上 的 
极 小 多 项 式 ， 它 在 R 中 的 零 感 为 <…<w-@<…<or， 于 是 
m"( 及 )=0 在 Bi 内 也 有 ?7 个 根 、 从 定理 7.8 的 证 明 可 以 知道 它 
们 是 

ke) Ronr) = 人 oa， (ar 


从 (i) 之 之 (oy) 以 及 jw(@) <…< 必 (or) 即 可 得 到 
: Wo 一 Noi) = (0;) = (0), 
矛盾 . 

在 建立 了 以 上 的 定理 后 ， 我 们 很 容易 获得 实 闭 包 的 唯一 性 结 
论 . 设 ,BR 是 (PP, P) 的 两 个 实 闭 包 ， 在 上 述 定理 中 , 如 果 取 3 
是 从 到 忆 内 的 恒 同 嵌入 , 按 定理 即 可 得 到 一 个 从 及 到 RE' 的 序 
同 构 ， 不 难 见 到 ,这 个 同 构 又 是 满 射 的 ， 因 此 有 : 

推论 ( 实 闭 包 的 唯一 性 ) ”每 个 序 域 (P，P) 都 有 一 个 实 闭 包 ， 
并 且 , 除 歹 - 序 同 构 外 , 它 是 唯一 确定 的 重 

根据 这 个 事实 ， 今 后 可 以 使 用 有 是 (P，P) 的 实 闭 包 这 样 的 
称谓 ， 作 为 定理 的 一 个 应 用 ,我 们 有 

命题 3 设 是 序 域 (FP，P) 的 一 个 代数 扩张 又 设 丸 是 
(FF, 忆 ) 的 实 闭 包 ， 于 是 ,由 的 到 号 内 的 了 了 - 同 构 所 成 的 集 , 与 P 
在 上 的 拓展 所 成 的 集 ,是 一 一 对 应 的 ， 

证 明 设 PP 在 有 中 的 唯一 拓展 记 作 Pr， 若 7?:K->R 是 个 
了 -嵌入 , 此 时 了 P'=7w-1(Pp) 是 K 的 一 个 序 , 而 日 是 卫 在 玉 上 的 
拓展 . 

今 设 (KK, 也 ) 是 (FP, 了) 的 一 个 代数 的 序 扩张 BR 是 (K, 了 P') 
的 实 闭 包 ， 显 然 , 召 ' 同时 也 可 作为 (7, 了 了) 的 实 闭 包 . 按 定理 7.9， 
存在 了 - 序 同 构 4:R >R， 令 zz 是 儿 在 KK 上 的 限制 , 它 是 到 
B 内 的 一 个 了 - 序 风 入 ， 由 7*(PaN w(K))=PgNK=P, 可 
知 z 所 对 应 的 序 就 是 已. z 

”如果 w，Ts 是 到 情 内 的 两 个 析 - 幅 入， 它们 对 应 于 下 的 
同一 个 序 P4 又 以 BR 记 (K, PP') 的 实 闭 包 , 则 由 定理 7.9 的 证 明 
过 程 可 知 ri， za 得 以 拓展 成 为 BR' 与 六 间 的 一 个 序 同 构 , 从 而 71= 
3, | 

作为 命题 3 的 一 个 应 用 , 现在 来 考虑 也 =Q@ 的 情形 ，Q@ 上 的 
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代数 元 称 为 代数 数 ， 在 87.1 中 已 知 Q@ 只 有 一 个 序 ， 关 于 这 个 序 
的 实 闭 包 妨 就 是 由 全 体 实 代数 数 所 成 的 域 . 

令 玉 是 @ 上 的 代数 扩张 ， 按 命题 3，K 的 序 所 成 的 集 ， 与 
玉 到 且 内 的 Q@- 嵌 入 所 成 的 集 是 一 一 对 应 的 ， 对 于 aE€ 尺 ，w 成 
为 全 正 元 . 当 且 仅 当 对 于 每 个 Q@- 修 入 7z, 都 有 7(o)>>0， 因 此 , 按 
定理 7.2 及 其 推论 , 即 有 

命题 4(Landau) 设 KK 是 个 代数 数 域 (Q 上 的 有 限 扩张 ); 
zi1,，…, Vr 《7 之 0) 是 由 下 到 有 B 的 全 部 @- 嵌 入 ， 此 处 妃 是 由 所 有 
实 代数 数 所 成 的 域 ，mE€ 下 能 表 为 KK 中 的 平方 和 , 当 且 仅 当 一 (a) 
>0,%=1, ,7 


在 结束 本 节 之 前 , 为 以 后 的 应 用 计 . 我 们 对 序 域 的 实 闭 包 再 
帮 一 些 考虑 ， 

设 驴 是 (8，P) 的 一 个 子 集 ， 若 对 于 任 一 上 zE€， 必 有 某 个 
8ES， 使 得 有 s <z 成 立 ， 则 称 S 与 了 是 同 始 的， 车 对 于 任 一 
yE 思 , 必 有 某 个 sSES, 使 得 有 y<s 成 立 , 则 称 S 与 也 是 同 终 的 : 
不 难 见 到 ， 这 是 两 个 各 自 独立 的 概念 ， 又 如 果 对 于 也 中 任何 二 元 
素 z<y, 必 有 某 个 sE8S, 满 足 z<s<y, 则 称 5 在 了 中 是 移 密 的 . 
营 子 集 S 在 了 中 是 铺 密 的 ， 那 么 8 与 了 既是 同 始 的 ， 又 是 同 终 
的 ， 但 反 过 来 并 不 真确 ， 这 只 要 从 有 理 数 域 Q 中 的 整数 子 集 2Z 
就 可 以 得 知 ， 今 有 

引 理 4 设 瑟 是 (FP，P) 的 实 闭 包 ， 于 是 了 与 BR 是 同 始 的 
”和 同 终 的 ， 从 而 卫 与 请 也 是 同 始 的 和 同 终 的 . 
”证 明 对 于 子 域 的 正 元 素 集 而 论 ， 同 始 与 同 终 这 两 个 概念 显 
然 是 可 以 互相 推导 的 ， 对 于 wEB2， 按 8$87.2 引 理 6， 必 有 某 个 
aE PP, 满足 a<a， 因 此 ,了 与 R? 是 同 终 的 , 从 而 也 是 同 始 的 ， 引 
理 的 后 一 断言 可 由 此 得 出 ， 
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”如 在 前 面 所 指出 ,由 此 并 不 能 得 出 了 在 五 内 成 为 稠密 的 这 一 

结论 ， 请 看 下 面 的 例子 . 

例 设 t 是 Q@ 上 的 一 个 超越 元 ,在 有 理 函 数 域 了 一 Q@() 中 ， 
今 规定 0<t<sw, 此 处 > 可 遍 取 所 有 的 正 有 理 数 ， 不 难 验 知 , 这 样 
确定 了 也 的 一 个 序 ( 此 时 可 称 t 为 正 无限 小 ,将 在 $7.7 中 另行 讨 
论 )， 作 到 关于 这 个 序 的 实 闭 包 五. 于 是 Vt 和 2MVE 都 是 且 的 
元 素 , 和 且 有 NE<2Vt， 但 就 所 规定 的 序 而 言 , 了 中 不 存在 满足 
Vt<a<2w ti 的 元 素 w，、 因 此 , 闻 在 六 中 不 是 稠密 的 . 

上 面 的 例子 启示 我 们 , 对 于 吾 的 元 素 可 以 分 成 两 类 ， 设 cE 
RR， 若 对 于 每 个 hE 户 , 区 间 ]a 一 h, a 十 h[ 中 总 含有 了 的 元 素 , 则 
” 称 a 是 (关于 也 的 ) 极 限 元 ; 否则 , 称 为 (关于 也 的 ) 孤 立 元 ， 在 后 
一 种 情形 ， 必 有 某 个 hEP 户 ， 使 得 ]a 一 h, a+h[ 与 下 无 公有 元 素 。 
此 时 我 们 称 ]a 一 h, a 十 h[ 与 也 是 分 离 的 . z 

现在 设 也 在 RR 内 不 称 密 ， 不 难 证 明 , RB 中 必然 存在 孤立 元 。 
因为 ,由 所 设 知 有 ww 8ER, a<B, 且 ]w B[ 与 了 是 分 离 的 ， 今 断 
言 ,0 与 8 都 是 孤立 元 ， 令 hEP, h<B 一 a， 从 而 有 a<a+h<B。- 
因此 在 ]a, a+h[ 中 不 含 卫 的 元 素 ， 如 果 ]a 一 h, a[ 中 有 5E 也 , 则 
a 一 <b<a， 人 了 从 而 a<0 十 h< 之 a 十 h, 矛盾， 这 示 明 了 ja 一 h, a 十 hE 
与 也 是 分 离 的 , 即 a 是 孤立 元 ， 同 样 可 以 证 明 B 也 是 孤立 元 . 

男 一 方面 ，R 中 所 有 关于 也 的 极限 元 组 成 一 个 包含 了 的 子 
域 ， 今 仅 就 极限 元 之 和 仍 为 极限 元 进行 验证 ， 设 a, B6 都 是 极限 
元 ,于 是 对 于 每 个 hEP, 有 B<c<B+h 与 oh<d<a 成 立 . 此 
处 6c, 4EF， 从 而 a 二 BB 一 h<c 十 Qa<at+ 6B 十 h， 即 区 间 ]a+BB 一 h， 
a+B+h[ 含 有 五 的 元 素 , 故 atB6 是 极限 元 . 

今 以 Fp 记 这 个 子 域 .显然 ,了 在 Fp 中 是 秽 密 的 如 果 了 = 
所 s, 此 时 可 称 在 BR 中 是 完全 的 . 又 可 以 见 到 , 有 R 中 关于 Pp 的 
极限 元 同时 也 是 关于 了 的 极限 元 , 换言之 , Fn 在 R 中 是 完全 的 ， 
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因此 ,Pn 可 称 作 也 在 RR 中 的 完全 化 . 
下 述 引 理 以 后 将 会 用 到 : 
引 理 和 5 设 多 项 式 . 
f(T)=T"oT" tit to ECE Fr[X] 
在 R 中 有 单 零 点 .对 于 任意 给 定 的 0E 户 , 必 有 某 个 hEP, 使 得 
当 了 上 的 多 项 式 : 
gqg(F)=X"*+oT" t+, 
满足 上 oy 一 oj < 时 , 7 一 1，…, mg() 一 0 在 R 中 有 单 根 B6, 满 
足 la-B1<d. 
证 明 由 于 a 是 用 邓 ) =0 的 单 根 ,所 以 在 a 的 某 个 充分 小 的 
领域 内 ,f( 子 ) 是 单调 的 , 即 对 于 茶 个 <d, 有 不 等 式 
z fla—a)flata) <0. 
取 户 中 元 素 思 满足 h<min(|flo 一 20)1, feo 上 又 取 卫 
中 的 ,使 得 有 z 
la+toek, 3=0,., nC—1. 
由 于 也 在 Fs 中 是 稠密 的 , 故 可 选取 适当 的 mE 了 ,使 得 有 
lo —os| <h/nk<ad, j=1,……, %n, 
令 g( 下 ) = 于" 十 于 十 


于 是 |f(ai+tad).:g(ato)| < oy—ol arto lm! <h. 


因此 有 flo—o) gaa)>0, 

flatad gatod)>0. 
这 表明 了 g( 对 ) =0 在 及 的 区 间 ]a 一 Q', a+ [内 有 单 根 B， 并 且 
满足 lc 一 6 <% <a. 并 


S7.6 Pythagoras 域 
定义 4.& 实 域 如 果 满 足 


FF2= B?, 
就 称 它 作 Pythagoras 域 . 
作为 Pythagoras 域 的 例子 ,前 面 已 经 见 到 过 的 有 平方 队 域 和 
实 闭 域 ， 另外 ， 以 FF 为 序 的 域 自然 是 Pythagoras 域 , 对 于 它 的 
一 个 刻 划 , 已 经 从 87.2 的 命题 2 得 知 . 不 过 , Py 志 agoras 域 并 不 
必然 是 序 域 (P,， 7”). 今 有 以 下 的 z : 
命题 1 设 V=I47， 于 是 3+F3=F3, 当 且 仅 当 忆 上 无 
4 次 循环 扩张 . 
证 明 必要 性 .假若 了 上 存在 4 次 循环 扩张 K, 则 应 有 2 次 
的 中 间 域 轧 ， 因 此 有 a, 5, oc€ ,使 得 
BB-F(VG), EK-BE(VIToYsa). : 
令 e=Mb+oMV a; 又 以 z 记 Aut( 及 /F) 的 生成 元 ， 于 是 有 
v2(0)= 一 el (z(e))3 一 T(e3) 一 5 一 Da . 
从 而 (er(e))? 一 eT(e ) 一 Bb 一 64， 男 一 方面 ， 
T°(8°5(6))=7 (0) TT (0)) = (—6)'T(—6)=—e'T(e), 
故 e*z(6) EH， 现在 设 e*v(e) 一 十 YM 4 .于 是 


(ev(6)) = +ay + 20yN 6. (7.6.1) 
但 (ez(e))?=69 一 C4EP, 故 应 有 wy 一 0 车 y 一 0, 此 时 
z 6*:T(6)=2ER. 
由 此 有 T(0)'T(0) =—T(07(0)) =0°7(0), 


从 而 ra(e) 一 6 二 一 e, 与 所 设 1 生 ? 相 矛盾 . 
若 w%=0, 此 时 (eT(6))?=ay, 即 3=a(6? 十 Y3)。 车 
O°+y =0, (67(0)) =ay = —00, 
又 将 导 至 一 1E 9， 但 在 +y? 尖 0 时， 则 有 4 一 ， 按 所 设 
十 P3=F2, 知 4€83, 与 所 设 矛 盾 . - 
充分 性 ， 若 对 于 某 个 4€ 了 ,有 1+o 一 0 作 
+ M0 。 


HB-F(V 0 )， 
以 及 EFCD-VD). 令 e-V5TNVD 以 及 dg=V2 一 人 /D. 
于 是 。 有 四 个 互 异 的 共 斩 元 6， 一 e, 0， 一 8. 因 若 4= 土 6, 则 将 导 
至 2MV5 =0, 即 五 的 特征 为 2, 而 与 ~ 一 1 生 8 相 矛盾 . 又 由 
daVb/NVitv Lb ER 

所 以 尺 /F 是 Galois 扩 张 . 

设 TEAut(K/F), 使 得 vz(e)=4d. 于 是 

re) -= 一 av 一- 一- 一。 


故 立 的 阶 去 2， 从 而 Ant(K/F) 是 4 阶 特 环 群 ,矛盾 . | 

由 命题 立即 得 出 

定理 了.10 成 为 Pythagoras 域 ， 当 且 仅 当 _1¢F’, 同时 
了 上 不 存在 4 次 循环 扩张 . , 

前 面 已 经 提 到 , Pythagoras 域 可 以 具有 网 个 序 ， 现在 来 看 以 


下 的 例子 。 


例 设 刀 是 Pythagoras 域 , 玉 一 刀 ( 人 的 ) 是 三 上 关于 超越 元 
.tt 的 形式 舌 级 数 域 ， 今 证 明 ,下 也 是 Pythagoras 域 , 而 且 了 了 的 每 


个 序 在 到 上 恰 有 两 个 拓展 . 
设 所 是 五 的 一 个 序 关 系 . 对 于 五 的 元 素 
z z 一 wm 加 十 …， Gn#*0 《7.6.2) 


规定 0<w, 当 且 仅 当 0<om。 容易 验 知 , 这 是 < 在 上 的 拓展 ， 
而 且 是 使 得 0<t 的 唯一 拓展 (见习 题 14)。 从 下 中 元 素 的 运算 ， 
又 可 以 识 认 到 , 凡 具 有 形式 

1 ot owed? 二. 
的 元 素 ,在 KK 中 总 是 一 个 完全 平方 设 

z 2 一 0 十 和， 0 天 0 
是 KK 中 另 一 个 元 素 ， 若 "<m, 则 有 
。281 ， 


28 十 一 (Do 加 )2 工 十 Ci 十 ) = (Ort), 
即 妇 二 PE 玉 "对 于 各 < 有 类 似 的 结果 ， 今 设 % 一 色 ， 些 时 有 
23 十 3 一 (《@ 十 可) 训 ( 工 十 GE 十 = (00+ be ) ta. 

按 所 设 , 了 是 Pythagoras 域 , 故 ar 十 0% E893， 从 而 2 二 EK” 
这 就 证 明了 K 是 了 ythagorag 域 . 

对 于 由 (7.6.2) 所 给 出 的 2, 如 果 规 定 0<w, 当 且 仅 当 

0<(—1)"an. 四 

同样 不 难 验 知 , 它 给 出 < 在 玉 上 的 一 个 拓展 , 而 且 又 是 使 得 4<0 
的 唯一 拓展 . 

在 这 个 例子 中 ， 若 取 五 为 只 有 了 瞧 一 的 序 天 的 Pythagorag 
域 , 则 五 =) 就 是 恰 有 两 个 序 的 了 ythagorag 域 ， 重复 这 一 
过 程 ， 即 可 得 知 也 (( 厂 ))…(( 刀 )) 是 恰 有 2" 个 序 的 Pythagoras 
域 . 


对 于 任何 一 个 实 域 也， 我 们 可 以 通过 以 下 的 方式 获得 一 个 包 
合 卫 的 最 小 Pythagoras 域 . 

设 {Kijher 是 由 所 有 包含 将 的 Pythagoras 域 所 成 的 集 、 这 
是 一 个 非 空 集 ， 因 为 五 的 每 个 实 闭 包 都 是 Pythagoras 域 、 作 
Fp 一 [站 Ke， 首先 , Pr 是 个 实 域 .对 于 Po 中 任意 2, 有 

1+%=9, ER, SET. 
因此 ,对 于 每 组 标号 名 jET, 应 有 欠 = 弛 ,从 而 %= 土 &y， 只 要 取 
定 一 个 y, 就 有 yiE 门 K; 一 Pp， 这 示 明 了 Fp 是 Pythagoras 域 ， 
同时 又 是 包含 五 的 最 小 Pythagoras 域 . 它 的 唯一 性 是 显然 的 ,我 
们 称 它 作 五 的 Pythagoras 闭 包 . 

命题 2 设 世 是 实 域 ,但 不 是 Pythagoras 域 ， 于 是 也 的 
Pythagoras 闭 包 Fp 包含 五 的 一 个 4 次 循环 扩张 ， 

. 282。 


证 明 ”由 所 设 ,下 不 是 Pythagoras 域 , 故 有 以 EF, 使 得 
b=1+@ FF. 
但 6E€ BF?, 以 及 
b+ Mb =1 十 ?十 Vi (NTF) 


1 


E 7 十 2 PS. 

因此 Fp 包含 P(Mb+ N60)， 从 命题 的 证 明 可 以 见 到 ， 

. KkK=F(vVb+Vb) 
是 五 上 的 4 次 循环 扩张 ， 量 

推论 。 若 了 是 实 域 , 上 的 有 限 代数 扩张 KK 是 Pythagoras 
域 , 则 也 本 身 是 Pythagoras 域 

证 明 首先 ，K 包含 下 的 Pythagoras 闭 包 了 Fp， 此 时 自然 
有 [Fp:F]<o0.， 因此 包含 一 个 真子 域 过， 使 得 在 加 与 
Fp 之 间 无 中 间 域 ， 由 于 加 不 是 Pythagoras 域 , 按 命题 ， Fp 包含 
如上 一 个 4 次 循环 扩张 ,如 在 命题 证 明 中 所 出 现 的 B(Vb+ VD)， 
即使 有 Fp 一 如 (VL+ Mb),Fp 与 召 之 间 仍 然 有 中 间 域 BVMD) 
而 与 召 的 取 法 相 了 矛盾. 里 

从 这 个 推论 可 以 得 知 这 样 一 个 事实 ;如 果实 域 也 不 是 
Pythagoras 域 ,那么 它 的 Pythagoras 闭 包 Fp, 必然 是 上 的 无 
限 代 数 扩张 . / 


$7.7 阿 基 米 德 序 域 


实数 域 及 按 通 常 的 顺序 所 规定 的 序 ， 是 我 们 最 熟 习 的 一 种 
序 ， 在 本 节 中 ,我 们 先 对 此 作 一 般 的 讨论 ， 在 此 基础 上 ,最 后 对 实 
数 域 玉 作出 刻 划 . 
设 双 是 序 域 ( 王 ， 科 ) 的 一 个 子 域 ， 车 对 于 元 素 nE€， 有 某 个 
aE 有 使 得 jzj< al 成 立 , 就 称 z 壮 于 大 是 有 限 的 ,或 称 " 是 天 
、 。353 ， 


上 的 有 限 元 ， 又 车 对 于 每 个 0 大 4Eh， 恒 有 0<1el<1oj, 则 称 z 
是 关于 有 的 无 限 小 . 一 人 对 本 风光 是: 若 对 于 每 六 &€k, 
恒 有 |zj >|a|, 则 称 z 是 关于 不 的 无 限 大 ， 显 然 , z 关于 上 是 无 
限 大 等 价 于 -+ 关于 是 无 限 小 ， 上 中 任何 非 零 元 都 不 能 是 关于 
的 无 限 小 ， 从 而 中 也 不 能 有 关于 的 无 限 大 ， 由 于 序 域 的 特 
征 是 0, 不 妨 径 以 Q 作为 其 素 子 域 ， 当 取 1=Q 时 , 我 们 把 关于 @ 
的 有 限 元 无限 小 和 无 限 大 , 简称 作 也 中 的 有 限 元 、 无 限 小 和 无 限 
大 . 

定义 .5 若 序 域 (P，<<) 不 含 关于 子 域 的 无 限 大 (从 而 也 
不 含 关于 上 的 非 零 无 限 小 ), 则 称 (P，<) 关 于 是 阿 基 米 德 的 . 特 
别 当 取 6-Q@ 时 ， 就 称 (F，<<) 是 阿 基 米 德 序 域 ， 若 了 中 含有 关 
于 的 无 限 大 ,就 称 (F，<) 关 于 是 非 阿 基 米 德 的 ; 当 石 = Q 时 ， 
简称 (P，<) 为 非 阿 基 米 德 序 域 . : 

车 (F，<<) 关 于 子 域 是 阿 基 米 德 的 ， 关于 子 域 大 又 是 阿 
基 米 德 的 ?， 那 么 万 关于 也 是 阿 基 米 德 的 ， 根 据 这 个 事实 ， 
使 用 Zorn 引 理 ， 就 可 得 知 ， 对 于 给 定 的 子 域 £, 了 中 必然 有 一 个 
关于 的 、 极 大 的 阿 基 米 德 子 域 ， 当 是 了 的 真子 域 , 而 且 耳 中 
关于 上 的 极 大 阿 基 米 德 子 域 就 是 上 自身 时 ,我 们 称 上 是 (FP，<) 的 
一 个 极 大 阿 基 米 德 子 域 ， 序 域 (，<<) 成 为 阿 基 米 德 序 域 的 必要 
充分 条 件 是 : 除了 自身 外 , 中 不 存在 其 他 的 极 大 阿 基 米 德 子 域 
又 从 以 上 的 定义 立即 可 知 ，(，<) 的 极 大 阿 基 米 德 子 域 在 也 内 
是 代数 封闭 的 ， 关 于 极 大 阿 基 米 德 子 域 , 我 们 将 在 $7.10 中 继续 
讨论 ， 现在 回 到 阿 基 米 德 序 域 上 来 . 首先 有 一 个 非常 有 用 的 尖 别 
法 则 (证 明 留 给 读者 )， 

引 理 1 序 域 (P，<<) 成 为 阿 基 米 德 序 域 , 当 且 仅 当 对 于 也 中 
任意 二 正 元 素 4, 5, 总 有 自然 数 %=n(w, 5), 使 得 有 aw<mwo 成 立 ， 
9 肌 的 序 是 到 的 序 在 如 上 的 限制 ， 

.3884 。 


这 里 mb 是 指 n 个 8 之 和 . 中 

根据 这 个 引 理 ，Q@ 和 及 对 于 它们 唯一 的 序 而 言 ， 都 是 阿 基 米 
德 序 域 ,因为 它们 满足 阿 基 米 德 公理 . 今 有 : 

命题 1 序 域 (F，<<) 成 为 阿 基 米 德 序 域 , 当 且 仪 当 素 子 域 @ 
在 了 中 是 往 密 的 . 

证 明 充分 性 由 定义 直接 可 知 。 今 证 其 必要 性 . 设 %<b 是 
2 中 任意 二 元 素 . 者 4<0<2, 结论 自然 成 立 , 因为 0EQ@， 今 设 


0<a< 刀 此 时 -一 >0， 按 引 理 了 对 于 某 个 mEI, 有 
1 


n=nl1> pa 


或 者 二 一 2 一. 从 万 是 个 阿 基 米 德 序 域 ,可 知 子 集 {了 EN |j>na} 
是 非 空 的 ， 令 m 是 集中 最 小 的 自然 数 ， 于 是 有 mm/nEQ, 0< ca< 
m/mn, 以 及 m- m8， 因此 有 
xx< 一 一 一 一 一 卫 = 工 + 二 <a+G 一 一 0) 一 0， 
即 Q 中 的 数 m/n 满 足 4<m/n<5， 最 后 , 如 果 5<5<0, 内需 改 
换 成 0< 一 5< 一 a 的 情形 即 可 ， 这 就 证 明了 Q@ 在 (FP, 过) 中 的 再 
密 性 . | 
引 理 2 (万 ， <) 与 它 的 实 闭 包 及 ， 必然 同时 成 为 阿 基 米 德 序 
. 域 或 否 . 
证 明 只 需 就 了 是 阿 基 米 德 序 域 的 情形 来 证 明 、 设 om 8 是 
有 R 中 任意 二 个 正 元 素 . 车 对 于 所 有 的 mnEN, 都 有 0<na<B, 则 按 
87.5 引 理 4 知 有 w 68E 了 ,使 得 0<a<a<B<b. ‘从 而 又 有 
0<wa<na<B 一 2 (7.7.1) 
由 于 万 是 阿 基 米 德 序 域 , 故 有 某 个 自然 数 m, 使 得 有 5 二 ma 成 立 . 
以 此 代入 (7 .7.1), 即 得 
.285 ， 


0O<no<na<B<b<ma (7.7.2) 
对 所 有 的 mE 成立, 矛盾. | 
这 个 引 理 结合 命题 1 可 得 
推论 ”每 个 阿 基 米 德 序 域 在 它 的 实 闭 包 内 总 是 币 密 的 量 
在 $6.3 的 末 段 ， 我 们 已 经 见 到 .， 每 个 阿 基 米 德 序 群 必然 序 
同 构 于 实数 群 的 一 个 子 群 。 这 个 事实 对 于 阿 基 米 德 序 域 也 同样 是 
成 立 的 . 今 有 
命题 2 对 于 每 个 阿 基 米 德 序 域 (PF，<)， 必 有 一 个 唯一 的 .、 
从 万 到 的 保 序 单一 同 态 . : 
证 明 从 86.3 命题 3， 知 存在 一 个 唯一 的 、 从 序 加 群 P+ 到 
及 + 的 保 序 单一 同 态 mw 使 得 有 (J) =1， 今 证 明 ， 
ry) =+(0) vy). 
先 考 虑 加 群 了 + 到 自身 的 映射 
Ly: TRY, YF0. (7.7.3) 
显然 , 根据 y>0 或 y<0, yy 是 序 群 了 + 的 一 个 保 序 的 、 或 反 序 的 
自 同 构 。 按 同样 的 方式 可 以 规定 加 群 了 + 的 一 个 保 序 的 、 或 反 序 
的 自 辣 构 jrcy， 为 方便 计 , 不 妨 设 VY>0， 于 是 jroya'T'py 是 一 
个 了 从 Ft 到 及 + 的 保 序 单一 映射 , 旦 有 
(Wry “TH ) =Wry TY)) = TY TY) =1. 
按 z 的 唯一 性 ,应 有 peorer*jw=w， 但 作为 了 + 的 自 同 构 ， 
Hao 等 于 jvriy) 的 道 映 射 kz。 因此 有 
3 AL = Wr"T (7.7.4) 
从 而 又 有 TT(%9y)=T(Wy (2)) = (Ty)s = rT)% 
= Wm (7(0)) = ro0)7(Y). 
这 就 证 明了 人, 是 从 (FP，<) 到 及 的 保 序 单一 同 态 .. 由 于 它 是 域 同 
态 ,z(HD = 所 以 它 又 是 唯一 的 ， | 
. 86 。 : 


为 了 进一步 讨论 阿 基 米 德 序 域 ， 需 要 引用 一 些 类 似 于 分 析 中 
的 概念 . : 

设 {anjwen 是 (FP，<) 中 的 一 个 序列 ， 若 对 于 到 中 每 个 正 元 
素 , 必 有 一 个 自然 数 m0==mno(2), 使 得 当 n>>no 时 , 总 有 lal < 
就 称 f{anjwen 是 (P，<<) 中 的 一 个 零 序列 , 或 者 说 {anjwen 的 极限 为 
0, 记 作 Iim 6 一 0， 阁 对 于 某 个 4E8, 序 列 {0 一 Qjwen 是 一 个 零 序 
列 , 则 称 {aw}sen 是 收敛 的 , 以 & 为 其 极限 , 记 以 limo,=w， 应 予 注 
意 的 是 , 当 (F，<) 是 个 非 阿 基 米 德 序 域 时 ， {ow}wen 可 能 有 几 个 不 
同 的 极 限 (实际 上 是 无 限 多 个 ), 但 在 阿 基 米 德 序 域 的 情形 下 , 这 是 
不 会 出 现 的 ， 在 本 节 中 ,我 们 只 讨论 阿 基 米 德 序 域 , 因此 情况 与 分 
析 中 所 出 现 前 全 然 类 似 ， 

设 {6njwen 是 一 个 收敛 的 序列 ， 于 是 重 序列 

{Om,n} mnen ™ {Om Qn} mnen 

就 是 一 个 零 序 列 ， 对 于 任何 一 个 {an}jwew, 如 果 由 它 所 定 的 重 序列 
{am 一 Qs}minen 是 个 零 序列 ， 我 们 就 称 {@wjnen 是 个 Cauchy 序列 . 
如 同 在 分 析 中 ,或 者 第 六 章 中 所 见 到 的 那样 , 在 序 域 中 ,Cauchy 序 
列 并 不 一 定 都 是 收敛 的 ， 如 果 ( 卫 ，<<) 的 每 个 Qauehy 序列 都 是 
收敛 的 ,我 们 称 (F，<) 是 w- 完 全 的 ， 在 分 析 中 我 们 已 经 知道 , 实 
数 域 及 关于 它 唯一 的 序 是 wo- 完全 的 ， 为 了 对 及 给 出 刻 划 , 今 再 
对 序 域 引入 一 些 有 关 的 概念 . | 

设 5 是 (了 P， 入) 中 一 个 非 空 集 ， 如 果 存 在 2E 环 ,使 得 对 于 8 
中 每 个 x, 弟 有 w<5, 就 称 S 是 上 方 有 界 集 ,5 是 它 的 一 个 上 界 . 又 
如 果 上 界 还 具有 最 小 性 , 即 对 于 S 的 任何 一 个 上 界 8, 总 有 Pb< 
d, 则 称 3 是 S 的 一 个 上 确 界 ， 上 方 有 界 集 自然 不 一 定 有 上 确 界 ， 
但 当 它 有 上 确 界 时 ， 易 知 它 是 唯一 的 ， 我 们 称 序 域 (P，<) 是 
Dedekind 序 域 ,如果 (F，<) 的 每 个 上 方 有 界 集 都 有 上 确 界 ， 实 
数 域 及 关于 它 唯一 的 序 就 是 Dedekind 序 域 的 一 个 典型 例子 ， 事 
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实 上 , 我 们 将 证 明 , 如 果 不 计 序 同 构 ，R 就 是 唯一 的 Dedekind 序 
域 ， 为 此 , 先 给 出 一 条 引 理 ， 

引 理 3 Dedekind 谭 域 必然 是 阿 基 米 德 序 域 . 

证 明 设 (F, 三 ) 是 Dedekind 序 域 ， 又 令 %, 5 是 7 中 任何 
两 个 正 元 素 ， 如 果 对 于 所 有 的 自然 数 %, 都 有 na<<5 成 立 , 则 集 

S= {naln€E N} 
就 是 也 中 一 个 上 方 有 界 集 ， 按 所 设 , 它 有 上 确 界 98。 据 上 确 界 的 
定义 ,对 于 某 个 mEN, 应 有 Q~a<mg， 由 此 得 出 
E<(n 十 Ta 委 Q， 

矛盾 入 

结合 命题 2 即 知 Dedekind 序 域 必然 序 同 构 于 及 的 子 域 .在 
此 基础 上 ,现在 来 进一步 证 明 以 下 的 结论 : 

定理 了 .1L Dedekind 序 域 必 然 序 同 构 于 世 . 

证 明 设 (F, 过) 是 Dedekind 序 域 。 据 命 顾 2， 它 序 同 构 于 
RR 的 一 个 子 域 尺 ， 今 证 =B. 

首先 , 由 于 QCKK， 以 及 @ 在 驴 中 是 稠密 的 这 一 事实 , 所 以 
KK 在 B 中 是 稠密 的 . 设 cEBR 为 任 一 实数 ， 作 / 

O={€EK|z<o}. (7.7.5) 

由 玉 在 B 中 的 稠密 性 , 所 以 子 集 0 是 非 空 的 其 次 , 这 是 下 中 
一 个 上 方 有 界 集 ， 因 为 存在 有 理 数 5, 满足 6<5<o+1, 所 以 bE 


QCEK 就 是 O 的 一 个 上 界 . 现在 令 a 是 O 在 KK 中 的 上 确 界 . 者 . 


有 a<o, 则 必 有 某 个 4EQEK, 使 得 a<w<c, 但 这 与 a 是 上 确 界 
这 一 事实 相 矛 盾 ， 同样 , 车 e<m， 则 有 有 理 数 4， 使 得 6<4<a. 
从 a 是 0 的 上 确 界 知 有 BEO, 满 足 6<4<B<a, 而 与 (7.7. 四 和 矛 
盾 ， 因 此 只 能 有 c=o, 即 cEK， 这 就 证 明了 KK=BR. 下 

如 命题 2 所 未 , 从 了 到 BR 的 序 同 构 7 是 唯一 的 ， 因 此 ,如果 
对 互 为 序 同 构 的 域 不 予 区 分 的 话 , Dedekind 序 域 就 只 能 是 及 . 
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最 后 , 我 们 还 要 证 明 一 个 事实 , 即 对 半 阿 基 米 德 序 域 而 论 , 域 
的 o- 完 全 性 与 成 Dedekind 序 域 , 二 者 是 等 价 的 ， 按 上 面 的 定理 ， 
Dedekind 序 域 与 及 是 序 同 构 的 ， 后 者 从 分 析 上 知道 是 wo- 完全 
的 ， 今 往 证 其 道 ， 设 百 是 个 o- 完 全 的 阿 基 米 德 序 域 ， 按 命题 2 
不 设 妨 了 是 已 的 一 个 子 域 .因此 , 只 需 证 明媚 = 及 ， 令 g<8 是 
刃 中 任意 二 元 素 ， 它 们 在 不 中 确定 的 闭 区 间 记 作 [w, 5]s， 又 作 
为 B 的 元 素 而 论 , 以 [w, 5Ja 记 在 及 中 所 确定 的 闭 区 间 . 从 三 的 
wo- 完全 性 ,以 及 分 析 上 的 知识 , 知 有 [w, 可 z= [6, b]a. 

现在 给 出 一 个 -- 般 性 的 引 理 : 

引 理 和 设 刀 是 序 域 玉 的 一 个 子 域 。 著 到 包含 玉 的 一 个 
闭 区 间 [4, 5], 则 有 了 = 尺 . 

证 明 ” 按 所 设 , 了 包含 所 有 满足 4<w<2 的 元 素 zE 玉 ， 因 
此 , 万 包含 中 所 有 小 于 5 一 & 的 正 元 素 ， 由 于 万 是 个 子 域 , 所 


以 它 也 包含 玉 中 所 有 大 于 二 的 正 元 素 ， 但 区 中 任何 一 个 正 


元 素 必然 可 表 为 两 个 大 于 二 的 正 元 素 之 差 , 因 此 也 属于 了 ,从 
Kk. | 

利用 这 个 引 理 ,根据 上 面 的 既 证 事实 , 即 有 

命题 3. 设 (FP，<) 是 阿 基 米 德 序 域 ， 卫 成 为 -完全 的 ， 当 
且 仅 当 丰 是 Dedekind 序 域 . | 


87.8 实 范 数 域 
设 KK 是 序 域 玉 上 会 任意 有 限 多 个 元 的 代数 函数 域 ， 若 开 
同时 又 是 实 域 , 则 称 尼 是 好 上 的 实 函 数 域 ， 本 节 主 要 就 妨 上 有 
限 生 成 的 实 函 数 域 , 来 证 明 一 个 同 态 定理 和 和 骸 入 定理 .本 节 的 内 
容 来 自 S. Lang 的 工作 . 
在 进入 主题 之 前 ， 先 对 实 半 训 上 单元 有 理 数 吉 的 序 来 作 一 
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考虑 . 今 有 

引 理 1 设 闷 是 实 闭 域 ， 于 是 有 理 函 数 域 了 (全 ) 的 序 , 可 以 
由 集 PU {下 } 的 序 确定 . 

证 明 根据 $87.1 的 命题 4, 只 需 考虑 整 环 丈 [ 互 ] 的 序 ， 由 于 
下 是 实 闭 的 ， 每 个 7 各 )EF[Z] 都 能 分 解 成 了 上 一 次 和 二 次 不 
可 约 因 式 的 乘积 ， 如 在 $7.2 引 理 和 4 的 证 明 中 所 见 , f( 及 ) 的 符号 
只 与 它 的 一 次 因 式 有 关 ， 若 总 一 是 其 中 一 个 因 式 , 则 下 ~0>0 
当 且 仅 当 对 >c， 这 就 示 明 了 也 [处 ] 的 序 由 集 U{X} 的 序 而 
定 . : 

如 果 ( 刃 ， 立 ) 并 不 是 实 闭 的 ， 但 在 其 实 闭 包 内 等 密 ， 此 时 
( 王 ) 的 序 仍然 可 由 集 FU { 民 } 的 序 来 确定 ， 根据 这 个 事实 ， 可 
以 进一步 得 到 

引 理 2 设 (F, 过) 在 它 的 实 闭 包 玉 内 是 稠密 的 ， 又 令 忆 = 
8 (RED Ti(X)jier 是 下 中 一 个 有 限 组 ， 对 于 六 在 开 下 的 一 个 
拓展 , 每 个 为 ( 耳 ) 都 有 一 个 符号 ， 二 是 存在 无 限 多 个 cE ,使 得 
每 个 有 (0) 都 有 意义 ， 而 且 加 (0) 与 (于 ) 关于 取 定 的 序 有 相同 的 
符号 ,jEJ. 

证 明 ”不 妨 设 义 ( 卫 ) 都 是 多 项 式 ; 它们 在 R 上 分 解 为 一 次 因 
式 与 二 次 不 可 约 因 式 的 乘积 ， 按 了 在 有 中 的 称 密 性 ,以 及 上 面 所 
指出 的 事实 ，( 耶 ) 的 符号 具 与 它 在 及 上 的 一 次 因 式 有 关 ， 车 
5<< 世 <, 其 中 % 8E 了 了， 则 有 无 限 多 个 cE 了 了, 满足 4<o<b8， 因 
此 恒 有 无 限 多 个 6€ 马 ， 使 得 每 个 为 ( 耶 ) 都 与 (ce) 有 相同 的 符 
号 . 由 

这 个 引 理 对 于 多 元 的 情形 也 同样 成 立 ， 见 本 节 最 后 的 命题 . 

引 理 3 设 卫 是 个 实 闭 域 ,= 了 (及, y) 是 上 的 单元 实 函 
数 域 ， 于 是 存在 从 子 环 了 [ 玉 , 四 到 了 的 了 - 同 态 

TPLIX, y—P, 
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证 明 设 % 满 足 忆 (人 ) 上 的 不 可 约 方程 

fF, YF)=Y"+o(X)Y"t+.. tan(T)=0. 
作 玉 之, 了) 关于 了 的 Sturm 列 fo= 了 ,…', f。， 它 们 的 系数 都 属 
于 ES)， 取 是 页 的 一 个 序 , 作 KK 关于 它 的 实 闭 包 妃 , 它 显 然 
包含 了 (于) 关子 这 个 序 的 实 闭 包 有 B, 于 是 ,作为 关于 了 的 多 项 式 ， 
(对 ,了 ) =0 在 BR' 中 的 根 的 个 数 等 于 6y(u( 肝 )) 一 6/:(v( 玉 )), 此 
人 处) 与 2( 证 ) 是 8(XY) 中 二 个 适当 的 元 迷 ， 并 且 在 取 定 的 序 
下 ,有 (全 )<v( 卫 ) 成 立 . 

现在 把 引 理 2 中 的 {hy( 且 )}ies 取 作 由 {faa( 瑟 )，…，cm( 总 )}， 
{fA UD)Dyco0s， 以 及 {fi( 革 ，wv()) 了 0,…s 记 成 的 有 限 
组 ， 根 据 引 理 2, 可 选择 的 元 素 6, 使 得 每 个 及 ( 耶 ) 与 及 (6) 有 相 
同 的 符号 , 同时 又 使 得 fc, 了) 无 重 因 式 . 因此 

Bxo,y) UC)) — oxo, rH VO) = TI) —O (v= 0. 

(7.8.1) 
由 于 如 是 实 闭 域 , 从 (7.8.1) 知 f(0, 了 ) =0 在 她 中 有 解 ,而且 是 
单 解 ， 设 &% 是 其 中 的 一 个 ， 于 是 , 由 映射 
(人 20)F>(Cc， d) 
可 以 定 出 一 个 从 了 [ 访 , gj 到 了 了 的 了 F- 同 态 7. 

只 要 对 上 上 面 的 论证 稍 作 更 改 , 即 得 

推论 设 厂 是 实 闭 域 ,KK 一 F(zw1,…, 是 下 上 上 有 限 生 成 的 
单元 实 函 数 域 ,于 是 存在 Ff- 辐 态 

7 下 [oo 一 > 五 .. 

在 上 面 的 引 理 和 推论 中 ,了 是 实 闭 域 这 个 条 件 是 可 以 去 掩 的 ， 
但 结论 需 作 相应 的 修改 . 

引 理 和 人 设 也 是 实 域 , 及 = 万 (ci …, mn) 是 卫 上 一 个 单元 实 
函数 域 .， 取 定 KK 的 一 个 序 , 并 且 以 号 记 了 关于 这 个 序 的 实 闭 包 
填 是 有 了- 同 态 
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T: 万 [zi 0] 一 忆 (7.8.2) 
证 明 ”首先 作 天 关于 所 取 的 序 的 实 闭 包 RR， 令 记 是 了 在 
BR 内 的 代数 闭 包 ， 按 $7.4 引 理 2, Ro 是 了 的 一 个 实 闭 扩 张 .从 
而 Rozi,，…, Vr) 是 Ro 上 的 单元 实 函 数 域 , 且 
FV, , Pn) CEC RoW, **, Wn), 
据 引 理 3 的 推论 , 知 有 某 个 了 ~- 同 态 
To Plo1, *…, Tr]—>Ro 
其 中 防 在 下 上 诱 出 的 序 正 是 的 序 在 也 上 的 限制 . 令 下 关于 
这 个 序 的 实 闭 包 为 丸 ， 据 实 闭 包 的 唯一 性 ， 知 存在 五 - 同 构 :Ro 
全 下 , 从 而 5== ovo 满足 引 理 的 要 求 . 站 
对 这 条 引 理 的 进一步 改进 , 就 是 去 掉 单元 ”这 一 限制 . 这 只 
要 对 超越 次 数 使 用 归纳 法 就 可 以 办 到 . 今 设 关于 了 了 的 超越 次 
数 为 r; 又 设 二 KK 二 了 7, 其 中 KK 关于 Ki 的 超越 次 数 是 1。， 我 
们 以 RR， 分别 表示 攻 与 及 ; 关于 它们 的 序 的 实 闭 包 ; 又 以 至 
取 引 理 4 中 的 意义 ， 由 于 天 关于 Ki 的 超越 次 数 是 1， 据 引 理 4 
存在 某 个 天:- 同 态 
wu Kifes,, |—>R1. 
但 下 (kzi，…，Ha) 关 于 五 的 超越 次 数 至 多 只 能 是 "一 1， 按 时 
纳 法 前 设 ,存在 一 个 4- 同 态 
vi: Flip, *, po] >B. 
从 而 mo 从 在 王 [Lz，…， 韦 上 的 限制 
T: 四 [zi ,TR 
就 是 一 个 满足 要 求 的 了 - 同 态 . 这 就 证 明了 
推论 。 设 卫 是 实 域 ，K = Fw, …， Wn) 是 了 上 有 限 生 成 的 
实 函数 域 , 任 取 K 的 一 个 序 , 又 以 及 记 7 关于 这 个 序 的 实 闭 包 。 
于 是 存在 4 一 同 态 
TFIv, 2] 一 > 已 . 中 (7.8.3) 
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经 过 以 上 的 准备 , 现在 很 容易 证 明 以 下 的 同 态 定 理 ， 这 个 定 
理 是 对 上 述 推论 的 一 个 强化 ,而 且 是 一 个 十 分 有 用 的 结 染 . 
定理 7?.12(Lang) 设 了 是 实 域 , 玉 一 Fp …, mw) 是 上 
有 限 生成 的 实 函 数 域 . 取 定 五 的 一 个 序 所 ,又 以 脏 记 了 关于 这 
个 序 的 实 闭 包 ， 若 了 [ca 志 的 元 素 %i，…，2 满足 
44<ga< YYy, 《7 .8 .十 ) 
则 存在 了 f- 同 态 Y， 
T: Flr, 0, tl ->RBR 
使 得 在 五 中 有 zf) ER, 5=1,…, 7, 并且 有 
TCD <TY2) < Ys) (7 .8.5) 
成 立 . 
证 明 设 及 是 KK 关于 所 取 的 序 的 实 闭 包 ， 今 下 元 素 y;E€ 
及 ,使 得 有 
YI=Yitt— Yi I=1, 7 一 二 
成 立 ， 对 于 BR" 的 子 整 环 FP [gi, 0 Yi Ys TI 
使 用 引 理 4 的 推论 即 可 . 
这 个 定理 还 提供 一 个 事实 ， 即 上 上 述 推论 中 所 出 现 的 大- 同 态 
(7.8.3) 不 必 是 唯一 的 . | 
在 此 顺便 提 及 一 个 简单 的 事实 , 若 从 拓扑 的 角度 来 看 , 将 是 非 
常 明显 的 ， 设 1 …, 让 ) 是 域 (十 一 个 % 元 有 理 函 数 ， 
为 方便 讨 ， 不 妨 径 取 多 项 式 ， 任 取 Fr 中 的 点 (@4,…', mw)， 车 
是 六 中 任 一 正 元 素 , 则 必 有 另 一 正 元 素 1E 户 , 使 得 当 上 3; 一 il <? 
时 ,7 一 41,，…, %, 恒 有 
[f(b1, 0%, bn) —f (81, ***, Gn) | <h 
成 立 ， 此 处 (51,，…, 65,) EF" 它 的 证 明 与 通常 分 析 中 类 似 结论 
的 证 明 相 同 , 今 从 略 ， 
利用 这 个 定理 , 可 证 明 以 下 的 
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命题 1( 幅 入 定理 ， 设 责 是 (2 委 ) 上 有 限 生成 的 实 消 数 城 ， 
站 二 次 数 为 n， 又 设 尽 是 一 个 包 售 人， 科 ) 的 实 闭 域 ， 如 果 已 
关于 巡 的 超越 次 数 不 小 于 网 出 存在 从 天 到 及 内 的 了- 髓 入 . 

证 明 不 妨 设 及 一 (#1,，…, 名 , y)， 其 中 

T= 1{t, 7 万 上 
是 全 /2 的 一 个 超越 基 ， 又 设 % 所 满足 的 不 可 约 多 项 式 为 
丰 ( 人 了 一 了 mai(Z) 了 nm-1 十 ao 人 人) 

与 引 理 3 的 证 明 一 样 ， 到 {和 (了 T)}yerz 是 由 加 人) 一 二 中 
k=1，…，m), 以 及 f(T, 了) 关于 了 的 Sturm 列 中 每 个 有 理 式 所 
组 成 ， 按 定 理 7.12, 存在 - 同 态 mw 使 得 对 每 个 7EJ， 启 (2Z 与 
ht) 有 相同 的 符号 ， 此 处 (0) = (zi，…，7) ER'”， 如 在 命题 之 
前 所 指出 ,hy(6) 在 (0) 的 充分 小 的 邻 域 之 内 将 保持 定 号 , 今 在 肪 中 
取 一 组 适当 的 代数 无 关 元 素 (z) = (1，…， 思 )， 使 得 (6c 十 2?) 与 
ji(c) 有 相同 的 符号 ，J7EJ 于 是 多 项 式 Fe 了 ) 在 六 内 至 少 
有 一 个 零点 ww 这 就 证 明了 尽 中 有 子 域 刀 (让 十 和 十 和 2 
它 与 责 = 了 ( 丰 姑 幼 是 王 - 同 构 的 . 

在 定理 7.12 中 ， 如 果 取 下 为 有 理沙 数 域 了 (及 1，…， 叉 ，)， 
结论 尚 可 作 进 一 步 的 改进 . 据 命 题 1 之 前 所 提 到 的 事实 ， 使 用 全 
题 工 证 时 中 所 用 的 方法 , 即 可 得 到 定理 7.12 的 一 个 推论 

命题 8 设 (H,， 志 ) 在 它 的 实 闭 包 内 是 稠密 的 ; 又 设 有 理 函 
数 域 让 二 了 (于 1，…， 访 。) 是 (了 了， 所 ) 的 序 扩张 . 若 区 中 有 限 多 个 
;i;( 玉 1 天 7 一 …， 7 满足 不 等 式 

01< 0a< < Or, 
刚 存 在 某 个 本 - 同 态 : 下 [Xp ， 各 3 91,…, gr] 一 了 ,使 得 有 
T(91) <T(9gs) <…<T(gr)， 是 
这 个 结论 就 是 引 理 2 在 多 元 情形 下 的 推广 。 
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$7.9 具有 Hilbert 性 质 的 序 域 


Hilbert 二 1900 年 提出 如 下 的 问题 : 设 /(X1+ 又 是 实 系 
数 的 一 个 mn 元 有 理 函 数 . 若 对 于 每 组 使 A(CX+，…， 种 ,的 分 母 不 
为 0 的 实数 (g4,…, 4w), 皆 有 了 (Qi,…, cn) 之 0, 问 了 (于 …, 卫 ) 
是 否 能 表 成 实 系数 的 有 理 函 数 之 平方 和 ? 这 就 是 著名 的 Hilbert 
第 十 七 问题 . 在 ”=2 时 ，Hilbert 普 对 它 作 过 肯定 的 解答 .1927 
年 , 也 . Artin 在 以 他 和 0. Schreier 所 建立 的 实 域 理论 的 基础 上 ， 
就 n 为 任何 正 整数 的 情形 , 对 这 个 问题 作 了 肯定 的 解答 . 他 所 获 
得 的 结论 实际 上 较 Hilbert 的 原始 问题 有 所 推广 ， 即 对 于 只 有 一 
个 序 而且 是 阿 基 米 答 序 序 的 任何 序 域 都 能 适用 .六 十 年 来 , 在 这 个 
问题 上 已 有 了 不 少 的 推广 和 改进 ， 在 本 节 中 , 我 们 采用 Mokenna 
的 观点 来 论述 2”， 从 而 把 Hilberi 的 原始 问题 , 以 及 Artin 的 解答 
都 作为 一 般 理 论 的 特 款 而 得 出 . 

设 序 域 (F, P); 尺 = 了 (X41，…， 了 ,) 是 了 上 mn 元 有 理 函 数 
域 ， 令 了 (于) 一 (14, …, 了 ,) EKK， 若 对 于 也 中 任何 一 组 元 素 
(Q@1，…, 0), 只 要 (时 ) 的 分 母 在 该 处 天 0, 就 有 (ca an) EDP， 
或 者 写 如 Fw， …， 0,) 之 0, 我 们 就 称 f( 耻 ) 在 了 上 是 正定 的 , 或 
者 称 它 是 也 上 的 正定 有 理 函 数 . 设 情 是 (P,P) 的 实 闭 包 ， 车 对 
于 有 中 任何 一 组 使 得 A( 革 ) 的 分 母 大 0 的 元 素 (oz, …, o%)， 便 
有 oa， …, om) 之 0, 则 称 f() 在 及 上 是 正定 的 .KK 中 元 素 ， 当 
它 在 且 上 是 正定 的 ,在 五 上 自然 也 是 正定 的 . 

定义 了 .6 设 序 域 (FP, P)， 若 对 于 任何 正 整数 mn, 了 上 每 个 
含 n 元 的 正定 有 理 函 数 总 可 以 天 如 形式 


Solg(F))’ z (7.9.1) 


见 L3]， 
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其 中 cEP, g;(X) EEC 下 = 0 则 称 《(F, 卫 ) 
具有 弱 蕊 ilibert 性 质 ， 又 如 果 了 上 每 个 呈 元 正定 有 理 函 数 总 可 
以 表 如 平方 利 
Sy X)): (7.9.2) 

则 称 ( 了 FPF, 了) 具有 Hilbert 性 质 . 

我 们 先 对 具有 弱 耳 ilbert 性 质 的 序 域 来 作 一 刻 划 . 今 有 

命题 1 (8, 书 ) 具 有 弱 再 ijberti 人 性质 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 正 
叉 数 n, 上 每 个 % 元 正定 有 理沙 数 ,在 上 也 是 正定 的 ,此 处 瓦 
是 (ZF, 了) 的 实 闭 包 . 

证 明 必要 性 . 设 f( 壮 ) 在 了 上 是 正定 的 于是， 

f( 玉 ) 一 -So(g¥))’, ooEP. 


因此 了 (对) 在 及 上 也 是 正定 的 . 

充分 性 .假若 (8, 了) 不 具有 弱 Hilbert 性 质 , 则 对 于 某 个 %， 
F 上 有 某 个 正定 有 理 函 数 ( 信 ), 它 不 能 表 如 (7.9.1) 的 形式 ， 按 
$7.5 命 题 4 对 于 卫 在 一 (1，…， 收 ,) 上 的 某 个 拓展 应 有 
f()<0,， 设 hl 人) 是 (及) 的 分 母 . 按 定理 7.12, 应 有 了 - 同 态 7 

T: FIR, **, Ruf (KX), h(L)HR, 

使 得 就 K 的 这 个 序 而 言 , 由 (六 ) <0 可 以 得 出 z(f( 久 ))<0, 即 
f(TR1, TI) 0 令 =TXFIER， 则 有 f(r, ,0%) <.0， 
而 与 (对 ) 在 RR 上 为 正定 的 所 设 相抵 触 ， | 

现在 来 看 一 个 例子 ， 说 明 在 及 上 的 正定 有 理 函 数 并 不 _ 定 在 
RR 上 也 是 正定 的 . 

例 ” 取 Q@ 上 的 超越 元 刀 令 下 =@( 攻 ， 又 规定 0<t<a 对 每 
个 正 有 理 数 5 都 成 立 ( 见 $7.6 的 例 ). 作 关 于 这 个 序 的 实 闲 包 有， 
又 在 其 中 取 子 域 了 二 Q@, 使 得 玉 的 每 个 下 元 素 都 是 其 中 的 完全 平 
方 ， 厂 自然 具有 唯一 的 序 ， 它 的 实 闭 包 就 是 玉 ， 在 有 理 函 数 域 
* 200。 


2 (As ) 中 , 取 
f (IF)= (FH —B. 

根据 所 规定 的 序 , 可 以 证 明 , f( 圣 ) 在 了 上 是 正定 的 ?、 但 在 BR 上 
则 否 , 因为 (D>>0, 但 Fw)= 一世 <0. 因此 ,f/( 子 ) 不 能 表 成 
玉 (于) 中、 甚至 有 R( 于 ) 中 的 平方 和 . 

在 命题 1 的 基础 上 ， 我 们 很 容易 进一步 对 具有 瑟 ilbert 性 质 
的 序 域 作出 刻 划 . 如 果 卫 是 五 唯 一 的 序 , 据 定理 7.2, 应 有 了 = 
Ss， 此 时 (7.9.1) 演 化 为 (9.9.2)， 从 而 弱 Hilbert 性 质 就 是 
Hilbert 性 质 ， 反 之 ,车 (8, P) 具 有 Hilberi 性 质 , 它 一 方面 自然 
包括 弱 Hilberi 性 质 ; 另 一 方面 , P 中 元 素 作 为 正定 的 有 理 函 数 看 
待 ,又 可 表 如 平方 和 ， 因此 有 了 = Ss 成立， 从 而 它 是 了 唯一 的 
序 ， 这 就 证 明了 

命题 2 序 域 (F, 了) 具有 Hilbert 性 质 的 必要 充分 条 件 是 

(i) 卫 是 了 唯一 的 序 ; 

(ii) 在 上 是 正定 的 有 理 孙 数 ( 含 任意 多 个 元 ), 在 (8， 卫 ) 
的 实 闭 包 RR 上 也 同样 是 正定 的 . | 


.命题 1 和 2 中 有 关 正 定 函 数 的 条 从 还 可 以 用 卫 在 号 中 的 向 
密 性 来 代 荐 ， 我 们 知道 ,如 果 五 在 总 中 是 稠密 的 ,根据 前 在 3》7.8 
定理 7.12 后 面 所 提 到 的 事实 , 在 了 上 是 正定 的 有 理 函 数 在 及 .上 
也 同样 是 正定 的 ， 因 此 命题 1 和 命题 2 中 的 (让 成 立 ， 现 在 来 证 
明 它 的 道理 ， 设 每 个 在 了 上 正定 的 有 理 函 数 在 及 上 仍然 保持 正 
定 。， 假若 五 在 R 内 不 是 黎 密 的 , 按 87.5 末 段 所 论 , BB 中 必然 有 
关于 了 的 孤立 元 , 旦 孤立 元 在 了 上 的 极 小 多 项 式 其 次 数 必 然 大 于 
1. 今 选 取 一 个 弧 立 元 %, 使 得 它 的 极 小 多 项 式 m( 子 ) 具 有 可 能 最 
低 的 次 数 4= degm( 邓 )、 由 于 d>>1, m( 耶 )=0 在 肪 中 可 能 尚 有 

*) 见 Dubois, D. W.: Bull. Amer. Math, Soc. Vol. 78, 540—541, 1967， 
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其 他 的 根 ， 和 和 人 ”3 


限 元 , 即 aE Be) 则 mn(X) /os 是 F, 上 gi 训 的 多 项 起 并 
且 以 @ 为 其 零点 、 按 $87.55 引 理 5， 存 在 ZH 上 某 个 4 一 1 次 多 项 
式 , 它 有 一 个 充分 接近 & 的 零点 ， 从 而 也 是 关于 也 的 孤立 元 ， 但 
这 与 w=od 的 取 法 相 了 矛盾 . 因此 ,cs,…, os 都 是 孤立 元 

从 87.5 知 道 ， 对 于 每 个 w%， 都 有 某 个 EP， 使 得 区 间 
jw 一 hy, oy 十 byl 写 了 是 分 痪 的,) 一 1 …， 7. 令 h=minth. 于 


是 二 各，j 一 1，…，7, 都 是 孤立 元 ， 多 项 式 


有 零点 十 归 ，om 十 孝 ，…，w 十 芯 ， 而 且 在 忆 中 无 其 他 零点 . 
现在 令 了 (下 ) =m( 王 )s( 革 )， 我 们 断言 , 这 是 也 上 一 个 正定 
的 单元 多 项 式 ， 为 此 只 需 证 明 , 对 杆 万 的 每 个 元 素 %， 总 有 


ma)s(z)>0, 或 者 写 如 m(w)m(s 一 皮 )>0. 四 不 从 设 对 某 


个 6 有 m(@)m(q~ 全 )<0， 则 (及 ) =0 在 ]a 一 所 2 ，d[ 内 有 一 个 
解 BEB， 根 据 上 而 的 证 明 ， 8 应 是 是 个 四 好 4 在 二 < 
从 而 有 mi<a<oi 十 二 但 这 与 @j 是 孤立 元 以 及 有 的 取 法 相抵 熊 ， 


因此 了 (XZ) 在 上 是 正定 的 ， 但 另 一 方面 ， 当 王 通 过 儿 或 者 
人 
罗 、 因 此 天 革 ) 改 变 符号 , 从 而 了 (XX) 在 号 上 不 是 正定 的 ,矛盾 . 

归结 以 的 论证 , 即 得 

定理 交 ‘13(MoKenna) 序 域 (F, PP 具有 弱 Hilbert 性 质 
的 必 灶 充分 条 人 ,是 下 在 它 的 实 闭 包 妇 内 是 稠密 的 ; 义 (#, 了 ) 具 
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右 Hilbert 性 质 的 必要 充分 条 件 ， 是 除 上 述 条 件 外 ， 书 又 是 下 唯 
-的 序 ， 蝇 

不 论 我 们 从 合 题 2, 或 是 从 定理 7.13， 都 可 以 直接 得 到 
Hilbert 原始 问 古 的 和希 答 因为 昌 只 有 了 瞧 一 的 序 , 而 且 是 实 闭 域 ， 
定理 了 .18 的 条 件 自 然 成 立 . 一 般 来 说 ,如果 下 只 有 唯一 的 序 , 耐 

.是 阿 基 米 德 序 ， 例 如 @， 此 时 定理 的 条 件 也 告 成 立 ， 从 而 了 上 
的 正定 有 还 函数 必 可 表 如 有 理 函 数 的 平方 和 ， 这 就 是 Artin 对 
Hilbert 问题 所 获得 的 解答 . 

我 们 还 应 当 注 意 到 一 个 事实 , 定理 了 .18 的 论证 , 实际 上 只 水 
及 到 五 上 的 单元 有 理 函 数 . 从 这 一 事实 可 以 得 知 '(F, P) 具 有 
弱 HKilbenzt 性 质 的 必要 充分 条 件 , 是 环 上 每 个 单元 正定 有 理 函 数 
在 尼 上 也 是 正定 的 ， 这 个 结论 又 可 表述 如 下 ， 

推论 (FF, P) 具 有 弱 Hilbert 性 质 (或 者 Hilbert 性 质 )， 当 
且 仅 当 丸 上 每 个 单元 正定 有 理 函 数 都 能 玫 如 衬 (9/( 开 )) 世 或 者 
SX) ). 

但 就 单元 的 情形 而 论 ,平方 和 的 结论 还 可 以 有 进一步 的 改进 . 

定理 .14 设 了 是 可 序 域 . 若 单 元 多 项 式 1( 卫 ) EF[ 卫 ] 能 
家 成 了 ( 玉 ) 中 的 平方 和 ， 则 了 (XZ) 也 能 表 成 了 [了 ] 中 的 平方 和 . 

证 明 设 degf( 卫 )=n， 对 nn 使 用 归纳 法 ， 当 nm 一 0 时 ,结论 
自明 ， 今 设 对 次 数 <n 一 1 的 多 项 式 ,结论 已 成 立 . 

不 拓 一 般 性 ， 不 妨 设 f( 肚 ) 在 [对] 中 无 次 数 > 工 的 平方 因 
式 ， 若 7(Z) - 匀 (W( 工 ))2 是 在 巨 ( 科 ) 中 的 一 个 平方 和 表 式 , 同 
时 D(C)EF[X] 是 qi( 人 证),…， gm( 计 ) 的 分 母 的 最 低 公 倍 式 . 于 
是 有 

(BECK))J CT) -SoAT))’, (7.9.3) 
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”其 中 oy( 肚 )ER[X]， 在 所 有 形式 如 上 的 分 解 式 中 , 令 1( 马 ) 是 具 
有 可 能 最 低 次 数 的 一 个 ， 在 这 样 的 选择 下 ,mi( 瑟 )，…，mm( 一 ) 无 
次 数 > 工 的 公 因 式 ， 因 若 不 然 ， 设 wy(X) =h(X)a(X), j=1 
… mm， 则 有 (RC 玉 )) 引 (6( 玉 )) 池 (XZ), 但 (于 ))* 人 了 (XY), 因 此 
(4( 于 ))*1(8( 玉 ))*， 由 此 导 至 
(EFCX) = DA), HX), oi FIERFLR] 

其 中 deg 5( 且 ) <deg 0 下 ), 与 5(X) 的 选择 相抵 触 ， 现 在 令 

(XR) X RT) TAT), jl m 
其 中 gj( 六 ), 7( 芋 ) EF[X], deg7;( 卫 ) 志 nn 一 1; 而 且 并 非 所 有 的 
ri( 斑 ) 为 零 多 项 式 ， 将 它们 代入 (7.9.3), 经 化 简 可 得 

oR XY) = rT)), (7.9.4) 
其 中 o( 芝 ) EP[ 且 ]。 上 式 右 这 的 次 数 <2n 一 2, 因 此 deg o( 开 )< 
n 一 2， 现在 设 eC 了) 是 所 有 满足 形式 如 (7.9. 当 的 多 项 式 中 具有 
最 低 次 数 的 一 个 .bh<n 一 2， 车 
?4( 尺 )=C()0DA(XI), I=1, ,mh 
代入 (7.9.4), 可 得 
f(X) =o RDAX)). 
但 另 一 方面 , 从 (7.9.4) 可 知 c( 尺 ) 在 (下) 中 是 个 平方 和 ， 接 归 
纳 法 的 前 设 ，c( 且 ) 是 了 了 [ 邓 ] 中 的 平方 和 ， 从 而 了 ( 卫 ) 也 是 了 [XX] 
中 的 平方 和 , 即 定理 的 结论 成 立 . 
现在 设 

riA(R)=oKIPAR) thE), j=1, ,mm (7.9.5) 
其 中 deg (了 ) 志 上 一 1 是 h( 卫 ) 不 全 为 0， 由 上 式 有 

ri(X)=h (RXR) Molce HF)), 3=1, ,Mm. 


* 300» 


因此 SX)) oR T) 0, 
其 中 deg d( 他 ) < 一 2， 由 恒等式 
SF TFN) (rE T)) 
+ > rT)h(F) 
nF TY 
知 等 式 左边 等 于 了 ( 邓 )(e( 且 )) 如 (全 ); 有 边 是 个 平方 和 ， 由 


Sr XE) = (X= F(Z)=0 


(mod eX)) 
以 及 ri)R(R)—r(X)hi(T)=0 (molce(T)), 
有 (SRF)) = (oR) (eo X))’, 


及 CXCF) rT (oT))e(T). 
从 而 有 (eC 人 XX))Y(X)A(Z)= (ce(X))" [eo( XT)) 
十 之 es) ] 


即 (COACED) = (CD ou X)) 


上 式 具有 (7.9.4) 的 形式 , 但 degd( 卫 )<k 一 2<degc( 忆 )， 这 与 
oC 全 ) 的 取 法 凶 盾 ， 因 此 定理 对 % 次 多 项 式 也 成 立 。 

， 接 类 似 的 论证 可 得 ; 车 在 序 域 (P,P) 上 ,单元 多 项 式 /() 有 
家 式 : 
FF) -Bog(T))’, (7.9.6) 
其 中 0;EP, gy( 陡 ) E 了 (下 )，j 一 1，…, m， 则 了 ( 玉 ) 必 有 形式 如 
(7.9.6) 的 另 一 表 式 ,其 中 gy( 信 ) EP[X]. 

推论 序 域 (P,P) 具 有 弱 Hilbert 性 质 , 当 且 仅 当 至 上 每 个 
单元 正定 多 项 式 了 (了 )， 都 有 形式 如 (7.9.6) 的 表 式 ， 其 中 gy( 下 ) 
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EF[]， 又 在 了 是 也 的 唯一 的 序 时 ，( 了) 具有 芋 iTberi 性 
质 , 当 且 仅 当 也 上 每 个 单元 正定 多 项 式 了 (X), 都 可 以 表 灵 
1(X) = (7)), 
其 中 gj 和) EFPLX], I=1, …, m. 站 
附注 定理 7 14 对 于 多 元 的 情形 是 不 能 成 立 的 . 此 一 事实 早 经 Hilbert 
指出 ; Motzkin 证 明 : 
flX, 工 ) 一 1 十 和 ”了 (有 十 了 一 3) 


在 及 (人 ，Z) 中 可 表 为 4 个 有 理 函 数 的 平方 和 ， 但 不 能 表 为 (无 论 多 少 个 ) 多 
项 式 的 平方 和 ”. 


我 们 还 可 以 对 实 域 作 类 似 的 讨论 ， 设 冯 是 实 域 ，F( 生 ;，…， 
是 斑 上 的 元 有 部 函数 ， 若 对 于 思 的 每 个 序 , 帮 (和 部) 
都 是 正定 的 , 则 称 它 在 五 上 是 正定 的 ,或 者 , 了 上 的 一 个 正定 有 理 
函数 ， 与 定义 7.6 相似 , 今 有 

定义 ?.? 设 卫 是 实 域 、 如 果 对 于 任何 正 整 数 %， 了 上 每 个 
% 元 正定 有 理沙 数 总 能 表 如 平方 和 

SCgi(¥))’, 
其 中 gy( 正 ) = Ji(X，…， 了 ) EF 了 (于 ，…， 叉 ,)， 则 称 卫 具有 
Hilbert 性 质 . 

今 有 一 个 与 定理 7.13 部 分 类 似 的 结论 : 

命题 8 设 也 是 实 域 ， 若 卫 在 它 的 每 个 实 闭 包 (关于 每 个 序 
的 实 闭 包 ) 内 都 是 秋 密 的 , 则 如 有 Hilbert 性 质 . 

证 明 ”假若 结论 不 成 立 ， 即 存在 一 个 正定 的 有 理 涵 数 (Xi 
…， 轩 ,)， 它 在 及 = 矿 ( 对 1，…， 畦 ,) 中 不 是 一 个 平方 和 ， 按 定理 
7.2, 对 于 KK 的 某 个 序 , 应 有 .JC 了 1，…， 祥 。) <0。 设 这 个 序 在 加 

*) 见 [4]，[6]。 
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二 的 限制 为 了 ;又 以 有 记 (F, 了 了) 的 实 闭 包 ， 按 所 设 , 五 在 呈 内 是 
秽 密 的 ， 损 $7.8 合 题 2, 存在 一 个 fF- 同 态 

TPER1, », TR, F(R), (FI ND, 
其 中 及 () 是 了 (证 ) 的 分 母 ,使 得 TC 了 (于))<0.， 但 

Tf OR)) 一 TXT TX). 

由 于 zh( 导 ))-!t 关 oo0, 故 zh())=h(TR1…,， TX) 和 0 从 而 
了 (TX …， Tn) <<0.。 这 与 X41，-…， 芒 ,为 正定 有 末 耳 头 的 
所 设 相 元 慎 . 有 


$7.10 序 域 的 相 容 赋值 " 实 位 的 拓展 


从 域 的 序 结构 可 以 作出 域 的 一 个 赋值 和 位 .本 节 首 先 从 这 方 
面 来 刻 划 序 域 的 极 大 阿 基 米 德 子 域 ; 然后 讨论 序 域 中 与 序 结构 有 
关 的 一 类 赋值 和 位 ; 最 后 给 出 关于 实 位 的 拓展 定理 . 

设 4 是 序 域 (F, 入) 中 关于 子 域 大 的 所 有 有 限 元 素 组 成 的 集 ; 
MM 是 其 中 所 有 关于 为 无 限 小 的 元 素 所 成 的 闻 集 ， 按 $87.7 中 的 
定义 , 以 及 元 素 绝对 值 | | 的 性 质 , 易 知 4 是 也 的 一 个 赋值 环 ( 可 以 
是 平凡 的 ), M 是 它 的 极 大 理想 .我 们 称 这 个 4 为 (F, <) 关 于 子 
域 的 标准 赋值 环 ， 由 此 又 可 以 按 $ 6.4 的 方式 作出 了 的 位 和 赋 
值 如 个 : 

1 F—>A/MU {oo}, (7.10.1) 

op: F->F/UU 10}, (7.10.2) 
其 中 是 由 4 中 单位 所 成 的 乘法 群 。 我 们 称 w 和 8p 分别 为 (7,， 
二) 关于 子 域 t 的 标准 位 和 标准 赋值 . 

若 44 是 (J，<) 关 于 的 标准 赋值 环 ， 显 然 有 4 忆 #， 因 此 
A/M 包 含 一 个 同 构 于 的 子 域 ， 且 w 在 & 上 的 限制 是 同 构 映 射 . 
这 表明 了 关于 的 标准 位 w 是 的 一 个 太 位 . 
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现在 就 有 成 为 极 大 阿 基 米 德 子 域 来 给 一 个 刻 划 ; 

命题 1 设 大 是 < 了 ， 志 ) 的 一 个 子 域 . 上 成 为 了 的 极 大 阿 基 
关 德 子 域 , 当 生 仅 当 4/ 及 守 k，4,， 训 的 意义 如 上 , 

证 明 设 4/ 肝 ~k， 车 上 不 是 (F<) 的 极 大 阿 基 米 德 子 域 ， 
则 五 中 有 某 个 真 包含 的 子 域 , 它 关 于 是 阿 基 米 德 的 ， 从 而 包 
含 在 4 内， 因此, 除 同 构 不 计 外 ，4/MN 有 一 个 真 包含 到 的 子 域 ， 
与 所 设 矛 证 

反之 , 若 4/W 真 包含 一 个 同 构 于 大 的 子 域 ,此 时 4 中 有 单位 
u 和 hp， 于 是 (ww) 是 在 了 内 的 真 扩张 ,而 且 它 关于 是 阿 基 米 德 
的 , 即 双 不 是 五 的 极 大 阿 基 米 德 子 域 . 

设 9 是 (了 ,< ) 的 一 个 赋值 。 对 于 了 中 任何 二 元 素 wz， y,， 若 
由 jz 上 yl 可 以 导 至 gCz) 志 gy) ,我 们 就 称 g 是 CF， 二) 的 一 个 
相 容 赋值 ,或 者 说 p 与 五 的 序 和 是 相 容 的 . 又 若 4 是 了 的 任 一 
赋值 环 , 从 zl s | y| 以 及 YE A 可 得 出 wE4, 出 称 和 4 是 (F, <) 
的 一 个 相 容 赋值 环 , 或 者 说 4 与 所 是 想 容 的 . 

若 4 是 赋值 2 的 赋值 环 ， 可 以 证 明 , 9 与 入 是 相 容 的 ， 等 价 


于 4 与 三 是 相 徐 的 . 设 p 与 六 相 容 ; 又 设 |z|<|yl, 以 及 0x#9 . 


E4. 易 知 jw/y| 志 1, 从 而 gv/y) 志 1, 即 wz/yE 4. 由 此 有 2zEG4， 
故 4 与 < 是 相 容 的 ， 反之, 设 4 是 一 个 相 容 赋值 环 , p 是 以 它 为 
赋值 环 的 一 个 赋值 ， 从 |zi 志 iyl, 以 及 yz#0, 知 有 lz/y| 所 I， 故 
Zz/yE4， 因 此 p(w/9) 志 1, 即 gp(w)<p(y)， 因 此 ,gp 是 (PF, 专 ) 的 
一 个 相 容 赋值 . 
从 定义 可 知 ( 卫 ,， 委 ) 中 关于 任何 一 个 子 域 的 标准 赋值 环 都 是 
《F,， < ) 的 相 容 赋值 环 ， 这 个 事实 又 可 用 来 刻 划 标准 赋值 环 . 今 有 
命题 2 (8, 三) 的 赋值 环 4 是 关于 荣 个 子 域 的 标准 赋值 环 ， 
当 且 仅 当 4 与 过 是 相 容 的 . 
区 此 处 go) 和 pg( 作 是 指 值 群 中 的 序 关系 。， i 
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证 明 只 需 证 明 它 的 充分 性 ， 由 于 4 是 相 容 赋值 环 , 所 以 4 
包含 @， 设 是 含 在 4 内 的 极 大 子 域 , 又 设 (F，<) 关 于 上 的 标 
准 赋值 环 是 4， 包含 关系 4 二 4' 显然 成 立 ， 若 4 到 4 ， 则 有 
wuE4\4'， 由 于 4' 是 赋值 环 , 故 w1E4 人 4, 即 v 是 4 的 单位 ， 
今 考虑 子 域 ECw)， 若 b(w) 一 则 wENE 4 此 为 不 可 能 ， 因此 
5) 关 有 按 所 设 , 有 (w) 不 包含 在 4 内。 设 元 素 


Go 2 十 … 十 am (Do wr 十 … 十 b,) 千 4 (7.10.3) 
其 中 @j, ;Ek， 上 式 等 同 于 
bow-t*t+ b. EM, (7 .10 .4) 
从 《7.10.4) 又 可 得 到 
w=1+6ew ltt+owu "EE MCM (7.10.5) 
这 里 1 是 4' 的 极 大 理想 ， 由 于 xE 玉 ,从 (4.10.5) 又 可 得 到 
1 一 2 一 0 一 … 一 CUmCE AM', 蔬 盾 . | 


推论 (FP，<) 的 赋值 环 4 成 为 相 容 赋值 环 ， 当 且 仅 当 它 的 
极 大 理想 M 仅 含 也 的 无 限 小 . : 

证 明 车 4 是 相 容 的 ， 由 命题 ,4 包含 标准 赋值 环 ， 从 而 1 
的 元 素 只 能 是 了 的 无 限 小 ， 反 之 , 设 用 仅 售 无 限 小 ， 车 

0<lz|l<ilol, a€4, 

则 1<le/sj， 敬 G4/z 和 皇居， 从 而 z/o€4, 即 w€4a4， 这 证 明 
了 4 是 相 容 的 .上 

当 4 是 (F，<) 的 一 个 相 容 赋值 环 时 ， 我 们 可 以 对 剩余 域 
万 =- 4/M 来 规定 一 个 序 ， 规 定 了 的 元 素 #2 十 用 为 正 元 素 ， 当 
且 仅 当 ws 是 (F, <<) 中 的 正 元 素 ， 根 据 上 面 的 推论 , 不 难 见 到 , 这 
个 规定 是 有 效 的 , 同时 又 满足 定义 7.1 中 的 条 件 。 我 们 称 它 是 了 
的 序 在 剩余 域 万 上 诱 出 的 序 ， 现 在 来 讨论 一 个 逆 问 题 ; 如 果 也 的 
某 个 剩余 域 五 = 4/M 是 可 序 的 ,对 于 也 上 给 定 的 序 , 问 能 否 在 了 
上 作出 至 少 一 个 序 ,使 得 它 在 五 上 诱 出 的 序 , 恰 是 事先 所 给 下 的 ? 
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以 也 表示 4 中 所 有 单位 所 成 的 乘 群 . 设 S 是 也 的 一 个 子 集 
(可 能 是 空 集 )， 如果 S 中 任意 有 限 个 元 素 的 乘积 不 能 表 如 ec? 的 
形式 ,其 中 eE DD, cE FB, 就 称 S 关于 4 是 平方 无 关 的 .在 确定 基 
个 4 的 情况 下 ,简称 作 平 方 无 关 的 .万 的 元 素 mw 车 乘 以 S 中 有 
限 多 个 元 后 , 能 表 如 ec? 的 形式 , 就 称 & 与 S 是 平方 相关 的 . 当 4a 
本 身 具有 ec: 的 形式 时 ,不 论 S 如 何 选择 ,e 与 8 总 是 平方 相关 的 . 
根据 Zorn 引 理 , 在 素 中 必然 存在 极 大 的 平方 无 关 的 子 集 . 今 设 
S 是 个 这 样 的 子 集 ， 于 是 玉 中 任何 %, 经 乘 以 5 的 有 限 风 个 之 后 ， 
就 具有 ec? 的 形式 .这 个 事实 又 可 表 为 ; 

v2=60°81:…8m (7 .10.6) 
其 中 sj€ES, eED， 若 ww 又 可 写 如 600s1…s， 其 中 $i, ES e'ED. 
从 有 的 平方 无 关 性 ,可知 sy …, 5 除 次 序 外 ， 应 与 ss, …， sm 相 
同 、 但 (7.10.6) 并 无 唯一 性 ， 因 为。 与 5 都 可 以 有 其 他 的 取 法 . 

设 互 是 五 的 序 , 现 在 要 作出 浆 的 一 个 序 卫 , 使 得 能 满足 问题 

的 要 求 . 首先 , 令 5 与 了 ?都 是 P 的 子 集 ， 取 wE7, 车 
v=— e081…Sm, 

今 规定 z 

zwCP 当 且 仅 当 e 在 中 的 剩余 类 2EB。 (7.10.7) 
这 个 规定 是 有 效 的 , 因 若 % 又 可 表 如 eb”s1…snm, 则 efe= (6/53 
从 而 ee 工 = (75 一 )2ET， 这 表明 了 8 与 & 必然 同时 属于 五 或 
全， 即 (7.10.7) 是 有 效 的 .这 个 卫 显 然 满足 定义 7.1 的 条 件 (1) 
与 (2)。 有 待 验证 的 是 了 十 PGP 和 PPECP.， 据 规定 的 方式 , 后 
者 是 成 立 的 ,所 以 只 需 验证 前 者 . 先 考 虑 S 中 二 元 素 s1, sa 之 和 . 
由 于 它们 平方 无 关 ， 所 以 必 有 sysaEM， 或 者 sa/si: EM 车 
sy Ss 及 , 则 51 十 sa==sa《l 十 $1/s2), 其 中 1 二 si/saEU。. 再 由 

TIF/s=1€D, 

按 (7.10.7), 即 得 s1+saE 了 P， 其 次 来 看 ?中 二 元 素 之 和 ,5 十 0 
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落 8/e 或 8 有 一 个 属于 用 , 则 与 上 面 所 讨论 的 情形 一 样 ,可 得 出 
B23 十 EP. 今 设 5/eEDU， 此 了 时 如 十 =02(1 十 (5/e)”)， 由 于 了 
是 实 域 , TC/0)? 一 了 +0076)? 关 0, 并且 属于 P. 这 证 明了 22 十 o 
EP. 最 后 就 卫 中 任意 二 元 =, 9 来 看 它们 的 和 ， 设 一 ep2st sn。 
由 于 4 是 赋值 环 , 不 妨 设 yeriE 4. 从 yz 了 .到 一 9, 有 
ysism) t—yv +6 EP, 
以 及 w(0s1…sm) 了 =6EP、， 因 此 
由 紧 得 出 x 十 y EP, 从 而 证 明了 P 十 PEP. 
上 面 的 论证 指出 , 我们 已 经 作出 了 了 了 的 一 个 序 , 使 得 它 在 了 
上 所 诱 出 的 序 , 正 是 事先 所 给 的 了 .还 应 指出 , 当 极 大 的 平方 无 关 
集 S 为 空 集 时 , 了 = 了 FS 此 时 卫 只 有 了 唯一 的 序 . 从 以 上 的 构 作 方 
式 可 以 见 到 , 对 应 于 S 中 元 素 的 任何 一 个 符号 选择 , 就 有 了 的 一 
个 序 , 它 能 满足 问题 的 要 求 . 因为 , 当 以 一 s; 代 换 8 中 的 $y 时 , 就 
得 到 男 一 个 8'， 从 而 给 出 了 的 另 一 个 序 ， 因此, 了 有 多 少 个 序 能 
满足 问题 的 要 求 , 可 由 8 的 基数 给 出 。 后 者 又 可 以 表 如 因子 群 的 
阶 . 设 p 是 以 4 为 赋值 环 的 一 个 赋值 ,六 是 它 的 值 群 ， 于 是 
{y=9(s)|s ES} 
就 是 因子 群 荆 /T? 的 一 个 代表 系 。 因此 , 阶 |T/T?|= 基 数 |S1. 
最 后 有 待 证 明 的 是 , 赋值 环 4 与 所 作 的 序 忆 是 相 容 的 : 这 一 
事实 可 由 以 下 的 引 理 得 到 | 
引 理 1 设 4 是 (FP, <) 的 一 个 赋值 环 ,FP 是 它 的 剩余 域 , 有 
序 了， 又 设 w:P->FU {co} 是 正规 位 ， 攻 对 于 下 中 每 个 >>0, 
总 有 (z) = co, 或 者 m(z) EP, 则 4 是 (F, < 世 ) 的 相 容 赋 值 环 . 
“证明 设 卫 的 元 素 4, 2 满足 
0<g<b, (7.10.8) 
其 中 5E4.， 车 5-16€E4， 则 aE€45 呈 4， 结 论 成 立 。 今 设 
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Bq-1E4， 由 (7.10.8), 有 7c-i-T>0 难 所 设 应 有 
w(ba-1 一 1 二 oo 或 者 (Ba 一 1 GE 了。 
由 此 又 可 导 至 
mlb4-1)=oo 或 省 wba-D EP. (7.10.9) 

车 @ 生 4, 则 mlg) = so， 结合 (7.10.9), 可 得 (2) = co, 而 与 所 设 
2c4 相 蔬 盾 . 因此 有 6E4. 时 

按 我 们 对 了 P 的 作法 , 知 引 理 的 条 件 成 立 。 因 此 和 是 (Ff, <<) 
的 站 容 赋 值 环 ， 这 就 证 明了 

定理 7 了 .14(Baer-Krull) 设 和 4 是 域 了 的 一 个 赋值 环 , 它 的 
剩余 域 了 上 有 给 定 的 序 了， 于 是 ,可 作出 了 的 序 了 P, 使 得 4 与 P 
是 相 容 的 ， 而 且 卫 在 了 上 诱 出 了 .车 gpg 是 以 4 为 赋值 环 的 赋 
值 , 它 的 值 群 是 合 ， 则 满足 上 述 要 求 的 了 P， 与 7T/7" 的 特征 标 群 
Hom(T/7?, 土生) 成 一 一 对 应 . | 

今 再 引入 一 个 称谓 : 设 mw 是 耳 的 一 个 8- 值 位 ， 如 果 82 是 实 
域 ,我 们 就 称 w 是 了 的 一 个 实 位 ， 由 定理 可 得 . 

推论 1 实 位 的 剩余 域 是 实 域 ; 具有 实 位 的 域 必然 是 实 域 . 量 

推论 2 设防 是 实 闭 域 ，w 是 了 的 一 个 实 位 ;4 是 它 的 赋值 
环 ， 于 是 , 4 与 了 的 唯一 的 序 是 相 容 的 . i 

作为 本 节 的 结束 ， 我 们 再 来 证 明 一 个 有 关 实 位 的 拓展 定理 ， 
它 可 以 作为 定理 6.8 在 实 域 上 的 平行 缚 果 ;， 同时 也 可 以 作为 定理 
7.14 的 深化 .为 此 , 先 有 一 条 引 理 . 

引 理 2% 设 卫 是 实 闲 域 , 4 是 了 的 一 个 赋值 环 , 了 是 它 的 番 
余 域 . 车 4 与 了 的 唯一 的 序 是 相 容 的 , 则 8 是 实 闭 域 . 

”证 明 设 分 是 的 代数 闭 包 Bi,…，B, 是 和 在 个 上 的 拓 
展 ; Mi, …,M; 分 别 是 它们 的 极 大 理想 ， 由 于 全 是 代数 闭 域 , 易 
知 B;/M; 都 是 代数 闭 域 . 按 86.5 引 理 1， 

[By/M;: FI<[PF:F]=2. 
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因此 ,了 或 者 是 代数 闭 域 ; 或 者 有 [Bi/ i: 让 =2, 此 时 万 是 实 闭 
域 (定理 7.6). 但 由 于 4 是 个 相 容 赋值 环 ， 所 以 了 的 序 在 了 上 
诱 出 一 个 序 , 从 而 不 能 是 代数 闲 域 , 即 也 是 实 闭 域 。 。 量 

定理 了.15 设 轧 是 序 域 (PF, 了) 的 实 闭 包 0Q 是 实 闭 域 。 又 
设 

0 一 OU{tce+ 
是 环 的 一 个 位 ; 4 是 它 的 赋值 环 ， 于是, w 能 拓展 成 的 一 个 Q- 
值 位 也 , 当 且 仅 当 4 与 了 是 相 容 的 . 

证 明 设 w 能 拓展 成 有 的 Q- 值 位 廿 ， 其 赋值 环 为 了 ， 满 足 
BNF=A， 由 于 及 是 实 闭 域 , 按 定理 7.14 的 推论 2，B 与 甩 的 
序 是 相 容 的 , 从 而 4 与 卫 是 相 容 的 . 

现在 设 4 与 了 P 是 相 容 的 、 由 命题 2，4 是 关于 也 的 某 个 子 
域 上 的 标准 赋值 环 ， 令 B 是 BR 中 关于 上 的 标准 赋值 环 ， 显 然 , B 
是 4 在 慷 上 的 一 个 拓展 , 并 且 它 与 忆 的 序 是 相 容 的 、 从 而 情 的 
序 在 剩余 域 素 上 诱 出 一 个 序 ， 这 个 序 在 浆 上 的 限制 等 于 在 下 
上 所 诱 出 的 序 ， 按 引 理 2, 五 是 个 实 闭 域 . 另 一 方面 ， 它 又 是 豆 
的 代数 扩张 .因此 ,五 是 也 关于 上 面 指 的 那个 序 的 实 闭 包 . 但 了 
在 万 上 诱 出 的 序 使 得 w 诱 出 丈 到 只 内 的 保 序 嵌 入 。 从 实 闭 包 
的 唯一 性 ,可知 该 保 序 嵌 入 只 能 唯一 地 拓 晨 成 为 由 豆 到 @ 内 的 保 
序 嵌 入 .这 就 证 明了 = 得 以 唯一 地 拓展 成 六 的 一 个 9- 值 位 。 明 

结合 定理 7.14, 又 有 

命题 3 设 卫 是 个 实 域 ,又 设 

r: F—>QU fo0} 
是 五 的 一 个 实 位 ,此 处 2 是 个 实 闭 域 、 于 是 有 

(i) 至 少 可 以 确定 了 的 一 个 序 了， 使 得 = 等 价 于 (了 ， 刀 ) 关 于 
某 个 子 域 的 标准 位 ; 

(ii) vw 可 以 拓展 为 (FP, 了) 的 实 闭 包 R 上 的 一 个 位 。 昨 
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习 题 


1、 设 媚 是 特征 2 的 域 ,S 是 下 的 一 个 非 空子 集 . 若 8 的 元 素 都 不 能 
表 如 六 中 的 平方 和 , 就 称 了 为 8- 实 域 . 证 明 以 下 的 论断 : 
(1》 8- 实 域 必 定 是 实 域 . , 
(2) 8- 实 域 的 奇数 次 扩张 是 S- 实 域 . 
(3) 设 五 是- 实 域 ，5E 了， 且 5 不 能 表 如 cs-4 的 形式 ,其 中 3€48， 
co GE Sp 于 是 FP(MV 5) 是 8- 实 域 . 
2. 设 政 是 个 5- 实 域 .车 上 不 存在 为 5- 实 域 的 任何 真 代数 扩张 ， 则 
称 忆 为 S- 实 闭 域 . 设 了 是 个 S- 实 闭 域 . 试 证 以 下 的 论断 : 
Q) 已 是 Pythagoras 域 ， 
(2) 5 的 元 素 都 不 是 完全 平方 . 
(3〉 万 中 非 平方 元 都 可 以 表 如 形式 es 一 02, sE€ 9. ， 
(4) 上 所 有 的 奇数 次 方程 在 到 中 至 少 有 一 个 解 。 
(5) 凡 满 足 (D 一 《多 的 8- 实 域 必然 是 8- 实 闭 城 . 
3. 设 0 是 域 玉 的 一 个 非 空子 集 , 满足 条 件 : (D 0 攻 0; (iD TEC; ( 馆 ) 由 
a, bEC, 有 abEC， 若 下 中 不 存在 形式 如 下 的 等 式 
一 1 二 cela? 十 … 十 cna2 《#) 
其 中 ev …, cnE0, 则 称 闻 是 一 个 以 C 为 核 的 实 域 , 简 作 带 核实 域 (F, 0). 
” 带 核实 域 自然 是 实 域 。 试 证 明 : 
(1) (fr, 0) 中 存在 序 书 , 使 得 已 己 CO， 这 种 序 称 为 (，C) 的 序 ， 
(2) 元 素 aE 五 关于 (, 0) 的 每 个 序 都 是 正 元 素 , 当 且 仅 当 a 可 以 表 如 
形式 z 
4 二 C1 十 … 十 cmb (Cu) 
其 中 cy …, cn€EQ, 
(8) 若 元 素 QE 不 能 表 如 (**) 的 形式 ， 则 FCV 8 7) 是 以 C 为 核 的 实 
4. 设 了 (X) 是 序 域 (F，<) 上 的 一 个 不 可 约 多 项 式 , 并 且 对 于 了 中 元 素 
a, b 有 f(Q)f(b) <0. 试 证 ,了 的 这 个 序 可 以 拓展 于 P(E), 这 里 是 f(X)=0 
在 的 某 个 代数 闭 包 中 的 一 个 根 . 
5. 设 五 是 (FP，<) 的 实 闭 包 ,aE BB 又 设 m( 了 X) 是 a 在 也 上 的 极 小 多 项 
式 ， 车 对 于 五 中 某 二 个 元 素 a, 5, 有 m(a)m(5)<0 成 立 , 则 称 mm(X) 在 古 
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上 变 号 ， 如 果 五 的 每 个 元 素 关 于 巴 的 极 小 多 项 式 都 在 到 上 变 号 ， 则 称 ( 媚 ， 
< ) 具 有 变 号 性 质 、 试 证 明 ， 若 (F，<) 在 它 的 实 闭 包 瑟 内 是 稠密 的 ， 则 
(F，<) 有 变 号 性 质 . 

6. 设 =@(t), 并 且 以 超越 元 # 作为 正 的 无 限 小 。 试 以 多 项 式 

f(X) = (ZX 一 切 2 一 说 

来 说 明 这 样 规定 的 序 域 ,不 具有 变 号 性 质 . 

7， 实 闭 域 到 它 自身 的 单一 序 同 态 , 只 能 是 恒 同 自 同 构 。; 、 

8. 设 了 PEC， 车 万 是 实 域 , 则 有 FER. 

9. 证 明 , 阿 基 米 德 序 域 的 保 序 自 同 档 只 能 是 慎 同 自 闻 构 . 

10. 设 大 是 (五 ，P) 的 子 域 , 且 (%, KN P) 是 阿 基 米 德 序 域 . 若 (h, kN 了 P) 
在 .FF, PP) 中 稠密 , 试 证 (Ff,，P) 也 是 阿 基 米 德 序 域 . 

坟 ， 设 序 域 (F，<), F(X) 是 其 上 的 有 理 函 数 域 ， 对 

f=f(X)=a0R"+ .ta E FIZ], oo0 

今 规定 >0, 当 且 仅 当 ao> 0， 试 证 明 : 

(1) 以 上 的 规定 给 出 五 (X) 的 一 个 序 ; 这 个 序 不 等 于 Srzy 

(2) 车 了 (CX, 了 )=(X) (了) 作为 F(X) 上 的 有 理 函数 域 ， 则 上 面 所 规 
定 的 序 又 可 拓展 于 F(X, 了 ), 使 得 不 等 式 

C<<Yn 一 及 

对 每 个 cEF, 以 及 每 个 EN 都 成 立 . 

12. 对 实 闭 域 证明 Bolle 定理 .只 体言 之 ,， 设 fA(X)=aoX" 十 .… 二 a， 
E RLX], (XX) 是 它 的 形式 导 式 ， 若 有 了 (0) 二 f(b)=0, a, bER, 和 4<b; 
以 及 f(X) ==0 在 ja, 5b[ 内 无 其 他 的 根 , 则 户 ( 和 X) =0 在 Ja, 5b[ 内 必然 有 解 ， 

(提示 , 若 六 和 ) = (XX 一 a)m(X 一 b)"g(X), 作 辅助 多 项 式 

h(X)=m (X—bg9K) Tn KR- bg KR) TK-a KX—b)gX). ) 

13. 设 玉 是 (P,P) 上 的 实 函 数 域 , 及 关于 FF 的 超越 次 数 n>0， 证 明 ， 
可 作出 玉 的 一 个 序 P', 使 得 P'NF=P, 而 且 (K, P') 关 于 (F, 也) 是 非 阿 基 
米 德 的 . . 
(提示 , 利用 $7.8 的 伐 入 定理 ) 
14. 对 于 实 闭 域 马上 的 形式 寡 级 数 域 (C(t)), 证 明 , 只 有 一 个 序 使 得 

t>0. 


(提示 ,利用 公式 了 二 1+1 十 癌 +…, 考虑 等 号 两 边 的 符号 )， 


1 
1 —+ 
+ 911， 


15. 设 下 是 实 域 , 4 是 下 的 一 个 Hensel 峰值 环 . 试 证 明 ， 对 于 了 五 的 每 
个 序 , 4 都 是 相 容 的 赋值 环 . 

(提示 , 利用 87.10 命题 3 的 推论 )。 

1T6. 设 ZE 让 都 是 (及 ， 丢 ) 的 子 域 ,并 且 天 是 碳 的 极 大 阿 基 米 德 子 序 《81 
的 序 是 入 在 记 上 的 限制 ); 加 是 了 的 极 大 阿 基 米 德 子 域 , 证 明 ,% 也 是 下 的 
极 大 阿 基 米 德 子 域 ， 

(提示 , 利用 8 7.10 命题 DD). 
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第 八 章 “赋值 或 序 所 确定 的 拓扑 结构 


本 章 所 论 , 仅 限 于 由 域 的 赋值 和 序 所 引出 的 拓扑 结构 ,并 对 写 
们 进行 刻 划 .因此 ,只 讨论 与 之 直接 有 关 的 理论 , 而 不 涉及 一 般 的 
拓扑 代数 的 内 容 。 有 关 拓 扑 空间 的 基础 知识 ,可 参考 任何 一 本 这 
方面 的 书籍 . 


SS.1 折 扑 域 
， 设 域 了 同时 是 个 拓扑 空间 , .2 是 着 的 零 元 0 的 一 个 邻 域 基 ， 
它 的 元 素 是 的 子 集 ， 记 以 避 , 矿 ，…。 .2 除了 满足 作为 邻 域 基 
的 要 求 外 , 现在 还 要 求 它 满足 以 下 的 条 件 : 
(1) 每 个 UEF, 必 然 有 二 0 的 元 素 , 并且 {1D= {0}. 
“” (2) 对 于 每 个 VE.9 , 必 有 某 个 下 E.9 ,使 得 下 士 FEZ， 
(3) 对 于 每 个 UE.9 , 必 有 某 个 了 上 E.9 ,使 得 玉 . 了 EL 
(4) 对 于 每 个 UE 以 及 每 个 EDD， 必 有 基 个 ”2 ， 使 
得 wVEEU. 
对 于 了 的 元 素 g 尖 0，0 十 .9 = {6+U, g++V,， .小 构成 a 的 一 
个 邻 域 基 . 因此 ,. 确定 了 了 了 的 一 个 拓扑 , 称 为 五 的 环 拓扑 .在 
这 个 拓扑 F, 2 中 的 环 运算 者 是 连续 的 . 为 简便 计 , 我 们 又 以 .9 
记 由 它 所 十 出 的 拓扑 .如 果 9 除 满足 上 述 条 件 外 ,还 满足 
(5) 对 于 每 个 QUE.9 , 必 有 某 个 卜 E.9 ,使 得 有 
(1-+V)-C1+U. 
则 称 上 2 所 定 的 拓扑 为 了 的 域 拓 扑 ,因为 在 这 个 拓扑 下 , 域 
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的 四 则 运算 都 是 连续 的 。 此 时 称 万 为 关于 拓扑 .9 的 拓扑 域 , 记 
作 (F, 7). 

从 条 件 ( 了 得 知 ,由 .多 所 定 的 无 论 环 拓扑 或 域 拓扑 ,它们 都 不 
是 离散 拓扑 , 同时 还 满足 Ty- 公 理 . 与 群 的 情形 一 样 ,此 时 又 满足 
Ts 公理， 就 拓扑 域 而 论 ,还 有 一 个 基本 的 事实 ， 

命题 1 任何 拓扑 域 ,只 能 是 连通 的 ,或 者 完全 不 连通 的 . 

证 明 车 拓扑 域 厂 不 是 连通 的 , 则 也 一 SUT, 此 处 8 与 了 是 
两 个 非 空 的 开 子 集 , 且 SNT=G. 令 4€E8, 5ET; 又 令 o G 是 了 了 
中 任何 二 个 不 同 的 元 素 . 作 也 到 它 自身 的 映射 


(2—b)o— (2—0)a 
oh 一 (8.1.1) 


显然 这 是 一 个 秋 合 映射 ; 并 且 , 它 与 它 的 逆 映 射 在 所 给 的 拓扑 下 都 
是 连续 的 .因此 , (8.1.D 给 出 拓扑 域 五 到 自身 的 一 个 间 胚 映 . 射 
这 个 映射 又 使 开 集 8, 分别 映射 到 非 空 的 、 不 相交 的 开 集 5" 与 
7T', 满 足 卫 =S'UT' 以 及 CES', 4ET'， 这 就 证 明了 也 是 完全 不 
连通 的 时 

为 了 以 后 的 需要 , 现在 再 介绍 一 些 有 关 的 概念 . 设 S 是 五 的 
一 个 子 集 。 若 对 于 每 个 吕 E.9, 总 存在 一 个 六 EF, 使 得 SVEUD,， 
则 称 S 是 个 有 界 集 ， 如果 中 每 个 口 是 有 界 集 ， 就 称 儿 是 了 了 
的 局 部 有 界 拓扑 . 

子 集 & 如 果 与 .多 中 某 个 T 不 相交 ,就 称 8 与 0 不 相交 ， 当 
S 是 思 中 一 个 有 界 集 时 , 可 以 选择 UE, 使 得 1 储 SU， 由 此 可 
得 8-1nI= 名 ,换言之 , S-! 与 0 不 相交 .现在 我 们 把 这 个 事实 逆 
转 而 作 以 下 的 定义 ; 

定义 8.1 设 久 给 出 了 的 环 拓扑 、 若 对 于 每 个 与 0 不 相交 
的 子 集 S，8- 都 是 有 界 集 , 风 称 到 给 出 了 的 一 个 天 拓扑 . 

命题 2 域 五 的 环 拓扑 .F， 如果 它 又 是 个 六 -拓扑 , 则 9 是 
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丈 的 域 拓扑 . 

证 明 只 需 验证 条 件 (5)， 设 UE, 今 欲 证 存在 某 个 六 E 

2 ,使 得 有 (十 太一 E1+D 也 就 是 对 于 任何 2EP, 恒 有 
(1+%)-*—1i€EU. 

据 条 件 ( 轧 ，(2) ,存在 FE.9， 使 得 一 1 后 广 十 Fa 再 据 一 
拓扑 的 定义 ， 知 有 了 sE.9 ， 使 得 『(09- 夫 7， 此 处 Z。" 表示 隐 
在 达 中 的 补 集 ZN 令 VEViNVe， 于 是 

—14V+V (UU)? (8.1.2) 
从 而 对 于 任何 0 二 wEV, 四 有 
—14F2%+w(U°)-+ 
岂 上 式 又 可 得 一 (If 十 %)/zw 生 (0), 即 一 ps/(1+w) ED0, 或 者 
(1+%)-1—1€ED. 
这 就 证 明了 (1+7)-C1+0. 量 

根据 这 个 结论 , 当 卵 给 出 了 的 一 个 六 -拓扑 时 ,可 称 ( 了 ,7) 
为 大 拓扑 域 。 

从 定义 立即 可 得 到 

命题 3 .9 给 出 三 的 一 个 [ 普 拓 扑 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 VE 
3 (579 一 总 是 有 界 集 . 站 

设 9 给 出 了 的 一 个 六 -拓扑 . 按 条 件 (1), 存在 某 个 不 含 工 的 
UC, 令 VET ,满足 VV:VCU. 对 于 0 天 2wEV, 若 ww 皇 (V)- 
则 应 有 w-1E8V， 从 而 导 至 1=w'w-1EV .VEUD, 矛盾 . 因此 应 有 
V\{0}EC 7) 一 按 命 题 3, (了 °)-!+ 是 有 界 的 ， 从 而 六 也 是 有 界 
的 这 就 证 明了 

命题 和 的 六 -拓扑 必然 是 局 部 有 界 的 拓扑 自 


$8.2 赋值 与 V- 拓 扑 


设 p 是 下 的 一 个 非 平凡 绝对 信和 或 赋值 ，。 是 由 所 有 形式 如 
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{EF |o(2)<7Y} (8.2.1) 
的 于 集 所 成 的 族 .。 容易 验证 ，. 满足 3 8.1 中 的 条 件 (1) 一 (5). 
因此 ,由 它 所 给 出 的 拓扑 是 一 个 域 拓扑 ,我 们 记 这 个 拓扑 域 为 (了 了， 
.9 从 (8.23.1) 直 接 可 知 .9 v 是 局 部 有 界 的 拓扑 ; 但 本身 不 是 
有 界 集 ， 因 为 , .9 。 中 有 不 食 工 的 忆 ， 记 以 不 论 如 何 选择 也， 总 不 
会 得 出 VFCU. 
从 $8.i 的 命题 3, 还 可 以 知道 拓扑 域 ( 了 ， 儿 F,) 必 然 是 六 - 拓 
扑 域 . 本 节 主 要 在 于 证 明 它 的 道理 , 即 F 的 任何 一 个 了 -拓扑 , 必 
然 可 由 也 的 一 个 非 平凡 赋值 或 绝对 什 pg， 按 (8.2.1) 的 方式 来 给 
出 ， 为 此 , 我 们 设 (#， 儿 ) 是 个 六 -拓扑 域 ， 这 个 前 设 对 本 节 的 引 
理 1 一 3 都 成 立 , 将 不 男 一 一 指明 . 
按 8 8.1 的 命题 4, 我 们 可 以 在 .中 取 一 个 有 界 邻 域 U. 令 
O= {EF | UEU}Y. (8.2.2) 
于 是 有 CUGU, 以 及 CCyU, 妈 CC 是 个 有 界 集 ， 淄 一 方面 , 由 于 
U 是 有 界 的 , 夏 有 YE, 使 得 VUECU, 因此 VEO、 这 示 明 了 
是 零 元 0 的 一 个 有 界 邻 域 . 于 是 
{uO|0Ou EEF} (8. 2.3) 
是 .9 的 一 个 基 。 按 Z 的 规定 ， 它 包含 元 素 0 与 二 并 且 , 关于 乘 
法 是 封闭 的 . 
现在 引入 两 个 称谓 : 由 wwEF 所 作 的 序列 {z"}ew, 如 果 在 拓扑 
域 (F, 夕 ) 中 是 个 零 序 列 , 即 关 于 29 的 极限 .9-limnz"=0. 就 称 
是 解析 种 零 元 , 或 者 , F- 需 零 元 ; 又 如 果 0w 与 x 都 不 是 .7 一 
党 零 元 , 则 称 42 为 9- 中 性 元 . z 
引 理 1 若 z 关 0 不 是 .9G- 医 零 元 , 则 {z ex 是 有 界 集 . 
证 明 ”只 需 证 明 存 在 某 个 QUE.9 ,使 得 有 {o"yacxsCEU5， 用 反 
证 法 . 假若 对 任何 QE.F 都 不 能 有 {ZyenE De 特别 对 由 (8.2.2 
所 规定 的 2 而 论 ， 必 有 基 个 meEN; 使 得 z"EC， 若 zEC, 则 
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On EOC.CEC, 即 从 某 个 mo 起 ,所 有 的 2 都 属于 CQ 同样 可 知 ， 
对 每 个 wO, 从 Y 的 某 个 轿 项 开始 ,所 有 的 w* 都 属于 它 . 但 
{Ol0#uE F} 
是 9 的 一 个 基 , 因此 F-lim 2a*==0, 矛 盾 . 
若 x 生 C 此 时 同样 有 amE O， 册 此 可 以 得 到 
TF -lim(%™)":=0, : 
从 而 导 至 F-lim mo 一 0, 矛盾 . 四 

现在 我 们 先 来 考虑 (五 ，.9 ) 中 不 含 非 零 的 .9 =- 医 零 元 的 情形 。 
我 们 将 从 CO 作出 了 的 一 个 非 平 凡 的 赋值 环 , 并 且 证 明 ， 由 这 个 赋 
值 环 所 引起 的 拓扑 , 正 是 由 .9 所 确定 的 拓扑 . 
首先 注意 到 中 必 有 某 个 z 天 0, 使 得 对 于 将 的 每 个 z 关 0, 总 

有 “EO 或 者 0-1E Cu 这 是 由 于 (如 ) 开 为 有 界 集 , 故 有 
O02EB, 

使 得 z(O%)"! 三 0O, 即 (0)- 刁 Ov 作 

={vEPFIrOCO{% "0,1,9,.}. (8.2.4) 
显然 有 CEC， 即 01 是 0 的 一 个 邻 域 ， 又 因为 0 包含 1， 故 
CE Ce -oua 在 环 不 含 非 零 的 .9 一 寡 零 元 的 情形 下 , 按 引 
理工 攻 "js-okua,， _ 是 有 界 的 ， 从 而 Ot 小 -oza… 是 有 界 的 。 所 
以 01 也 是 有 界 集 . 

其 次 , 已 关于 乘法 是 封闭 的 . 因 车 x,y E01, 则 有 wwOC O%,, 
yOC CO, 从 而 wyOC Oe 即 ry EA. 

现在 证 明 , 对 于 了 了 的 每 个 元 素 wm 必 有 z 

E04 或 者 wEQ. (8.2.5) 
因 知 z 和 后 , 则 2zEZ， 此 时 有 zCemE 0. 

表 考 虑 Ci 士 习 .从 四 是 2 的 一 个 有 界 邻 域 这 一 事实 , 甩 可 知 
CE 士 Ci 也 是 有 界 集 ， 故 有 0#wEBR， 使 得 wi 十 00)CEO, 即 
Ci 士 CC CaO。 因此 

9 了 17 ， 


tt CDECE CO 


9n 个 -一 
设 4 是 仿 在 了 中 生成 的 子 环 .于 是 4 三 人 {fw "hh .0,1,2,…, 这 表 
明了 4 是 的 一 个 有 界 邻 域 . 由 它 生 成 的 拓扑 , 即 以 
z {ud [OuE FP} 
为 0 的 邻 域 基 所 得 出 的 拓扑 , 与 由 .2 所 生成 的 拓扑 是 一 致 的 按 
(8.2.5)， 知 对 于 每 个 EF, 必 有 wE4 或 者 2%-"E4. 又 由 于 三 
是 无 界 集 ， 故 4 天 也。 从 而 4 是 了 了 的 一 个 非 平 凡 的 赋值 环 . 设 9 
是 以 4 为 赋值 环 的 一 个 赋值 ,由 9 所 给 出 的 拓扑 , 正 是 2 所 年 的 
域 拓扑 ， 这 就 证 明了 


命题 1 设 (如 ，.9) 中 不 含有 非 零 的 .9- 交 零 元 于 是 存在 


非 平凡 赋值 9, 使 得 (了 ，29) = 一 (二 2 ,). | 

应 当 指 出 ,命题 中 出 现 的 这 个 p, 不 能 是 非 阿 基 米 德 绝对 值 . 
因为 ， 如 果 它 是 非 阿 基 米 德 绝对 值 ， 则 也 让 必然 有 非 零 的 局 本 各 
零 元 . 

以 下 我 们 来 讨论 另 一 种 情形 : 有 中 有 非 零 的 解析 寿 零 元 吉 不 
失 一 般 性 ,不 炉 设 1€ 使 用 这 个 二 可 以 作出 .9 的 一 个 邻 域 基 ， 
使 得 它 的 每 个 元 都 只 含 .9- 宕 零 元 . 令 太 = Qt 于 是 WW*= 0. 
由 于 上 是 .9G -和 医 零 的 , 故 {y"jex 是 的 一 个 邻 域 基 、 因 此 , (FE， 
.9 满足 第 一 可 数 公 理 ， 此 外 ， 对 于 每 个 CE 人, at 都 是 C 窜 零 
的 , 故 {WV"}wer 满足 要 求 . 

今 以 妨 表示 五 中 由 所 有 .9 -中 性 元 所 成 的 集 ;，wWa 表 由 所 有 
了 7 了- 答 零 元 所 成 的 集 ， 我 们 有 

引 理 2 在 以 上 的 所 设 下 ,有 

(i) 若 scENi 0ENIUN, WN od EN 

(i) W 是 乘法 群 了 的 一 个 真子 群 . 

证 明 650 时, (显然 成 立 ， 设 0 天 5E N41VUN， 我 们 知道 ， 
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在 拓扑 域 中 ,任何 一 个 非 零 元 与 它 的 逆 元 , 不 可 能 同时 成 为 了 了 知 
零 元 ， 因 此 ,0"? 不 是 .9- 笑 零 的 , 即 1 je 与 40} 不 相交 . 在 .9 
给 出 了 的 六 -拓扑 的 前 设 下 ，{26"}nex 是 有 界 的 ， 因此， 对 于 每 个 
5aENi 有 .9-lim(co) "一 0, 即 cOENi 这 证 明了 人. 
其 次 来 看 (ii)， 首先 ,对 于 “EN, 显然 有 coEN. 设 w YE 
VW. 车 wy4, 则 有 wyENz, 或 者 zy ENz, 从 (i) 得 知 ， 此 时 应 
有 wzENi 或 者 YEN'1, 蔬 盾 、 由 于 了 中 有 非 零 的 7- 短 零 元 , 故 
NN 是 玉 的 真子 群 . / 
现在 来 考虑 因子 群 P/NV. 先 对 它 规定 一 个 二 元 关系 迄 如 下 : 
对 于 陪 集 gN, 5N ,规定 
aN<bN 当日 仅 当 cz-ENUN (8.2.6) 
首先 , 这 个 规定 是 有 效 的 . 设 oNW=wW, 以 及 N=0N. 于 
是 有 一 and, 1 一 po 其 中 ma ma EE 入， 按 引 理 2, 有 
vb) ~=ab mn ENIUN. 
所 以 同样 可 以 得 到 wN<0ON. 又 若 6b 一 和 NiUNW 则 应 有 4 一 E 
Ni， 即 6N<aN， 这 表明 了 对 于 P/N 的 任何 二 元 素 ， 都 可 以 按 
(8.2.6) 来 规定 二 元 关系 <. 今 有 
引 理 3 在 以 上 的 所 设 下 ，(8.2.6) 给 出 群 &/T 的 一 个 阿 基 
证 明 ” 先 证 明 由 (8.2.6) 所 规定 的 二 元 关系 是 8/NW 的 一 个 
序 关系 ， 设 2N<aN, aN<DbN， 于 是 ，o-10 与 ab-1 同时 属于 
Ni1UN， 从 而 同时 属于 六 , 即 aN=bN, 故 袜 具有 反对 称 性 ， 次 
设 eN<DN, 5N<aN 于 是 ad bieENiUN 这 引 理 2， 
otc= (gb) (be) EN1iUN, 
即 eN<aN， 故 世 是 可 传递 的 . 至 于 自 反 性 ， 显 然 可 知 ， 又 由 
bN<oN, 立即 有 0%N <awN, aEF 因此 ，(8.2.6) 的 规定 , 使 
方 /六 成 一 个 序 群 
a 19 。 


其 次 征明 这 是 个 癌 基 米 德 序 群 ， 设 4，2E 户 本 BN， 其 
0 一 CNi， 有 此 时 .9-lmecb 0. 按 前 面 记 作 的 邻 域 基 { 玉 "en， 
当 n 充 分 大 时 , 有 ab-"EW”", 即 a0 司 是 个 .8 每 零 元 ,这 就 证 明 
了 QaN <brN ,换言之 ,三 是 个 阿 基 米 德 序 . 。 量 
按 § 6.3 命 古 3, 阿 基 米 德 序 群 序 同 构 于 乘 群 卫 的 一 个 子 群 . 
因此 | [|:F—>F/N—>R (8.2.7) 
给 出 一 个 从 疡 到 忘 内 的 同 态 ， 再 规定 [10|-= 0， 于 是 | | 满足 绝对 
值 定义 中 的 条 件 (1)，(2); 但 它 不 一 定 能 满足 条 件 (3)， 因此 , 在 
这 里 还 需要 补充 一 个 结果 : 
命题 2(Artin) 设 | | 是 从 万 到 扩 火 了 的 乘法 群 了 及 U{OG 的 
一 个 乘法 同 态 ，[|0|=0， 车 也 的 加 法 关于 由 | | 所 引起 的 拓扑 是 
连续 的 , 则 存在 实数 £0, 使 得 | |* 是 五 的 一 -个 绝对 什 
证 明 首先 证 明 实 数 集 
{(1+|z))/litr|ls € F} 
有 非 零 的 下 界 ， 换 言 之 ， 存 在 实数 5>>0， 使 得 
+lzl)/|1i+z|>6, 
对 所 有 的 wzEB 都 成 立 ， 因 车 不 然 , 则 有 序列 {wjwew, 使 得 实数 序 


列 
Pe 
眶 十 on| #E 下 
的 极限 为 0， 由 此 又 得 到 lm 77 让 5 二 一 0， 以 及 Hm 7 后 0. 
另 一 方面 , 从 lim |y| =0 可 以 得 出 {yn} Vnen 在 由 | | 所 给 出 的 拓 扑 


下 ,是 个 零 序 列 ， 因 此 有 | |-lim = 一 0, 以 及 


1 
二 十 
| |~lim I =0 
对 于 由 (8.2.7) 所 规定 的 | | 而 言 ， 它 所 给 出 的 拓扑 , 使 得 五 中 的 
加 法 是 连续 的 。 因 此 又 有 
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i= | Dim 各 | -ln + | =- 
=0+0=0, : 
了 矛盾， 现在 令 @&- 1/8， 于 是 (1+|z|)/IL+zl>8 可 以 改写 成 
|L+ol<gCL 二 je])， 
此 处 g>0.， 特别 对 五 中 任何 二 元 素 zy, 由 上 式 又 得 到 
Izs+y|<allz|+ |y|) <2amax{|z|, Iy|l}. (8.2.8) 
车 2d<1,， 上 式 就 是 关于 | {的 强 三 角 不 等 式 ， 否则 , 总 可 选择 实 
数 二 0, 使 得 (29)* 志 2， 以 | 世代 替 (8.2.8) 中 的 | |, 即 得 
| 二 ys (26) "max{jzj ， yl <2mazt{lsl®, lvl). 
~ (8.2.9) 
我 们 知道 ， 由 $6. 1 的 条 件 ( 了 D，(2), 以 及 (8.2.9)， 可 以 导 至 $6.1 
的 条 件 (3) ( 见 第 六 章 习 题 1). 因 此, | |* 是 了 的 一 个 绝对 值 . 四 
上 | 与 | 显然 给 出 相同 的 拓扑 . 根据 上 述 命题， 不 妨 径 设 由 
(8.2.7) 所 规定 的 | | 就 是 了 的 一 个 绝对 值 . 今 以 .9 1 表示 以 所 
有 形式 如 
poezllol< 放 
的 子 集 作 为 0 的 邻 域 苦 而 得 的 拓扑 ， 在 拓扑 域 (, .2 1) 中, 子 集 
4={v€EP 了 |]z|<< 二 是 有 界 的 ， 因 此 , 它 与 F111 生成 相同 的 拓扑 ， 
由 于 人 是 (FH, 锋 ) 中 的 有 界 集 , 对 于 0#zE 人 2 不 能 是 
.9- 宕 零 元 . 按 (8.2.7) 的 规定 , 应 有 |z7+|< 二 1, 即 |w~ | 之 1， 从 而 
Iz| <<1, 这 表明 全 4. 
对 于 wEA\0O, 有 ww EO 从 而 |or:| <1. 因此 应 有 |z ,| = 
1 即 y 是 个 .9- 中 性 元 . 今 在 2x 中 任 取 一 个 9- 攻 零 元 志 此 时 
| 引 <1， 即 4344 并 且 又 有 4 二 C， 这 证 明了 .9 与 .4214 所 生 
成 的 拓扑 是 一 致 的 , 即 有 
命题 3 若 (&， 作 合 有 间 夫 的 9- 等 和 元, 则 可 作出 下 的 
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个 非 平凡 的 绝对 值 | |, 使 得 .71 1 与 .多 生成 相同 的 拓扑 , 即 
(PF, TF)=(F, FT 1). 
总 结 以 上 的 讨论 ,得 到 
定理 8.1(Kowalsky-Diirbaum) 拓扑 域 ( 耿 ，. 人 成 为 一 
个 六 -拓扑 域 ， 当 且 仅 当 它 是 五 的 一 个 非 平凡 赋值 或 绝对 值 所 生 
成 的 拓扑 域 。 时 


58.3 局 部 紧 致 域 


对 于 拓扑 域 (F， .7 ， 如 果 分 中 某 个 六 是 紧 致 子 集 ， 就 称 
(了 ,7) 为 局 部 紧 致 的 拓扑 域 , 以 下 简 作 局 部 紧 致 域 ， 在 本 节 中 ， 
我 们 将 证 明 , 它 也 是 一 种 -拓扑 域 ; 而 且 与 第 六 章 所 讨论 的 局 部 
域 紧密 有 关 的 . 

引 理 1 在 拓扑 域 (F, .7) 中 ,任何 紧 致 子 集 都 是 有 界 集 . 

“证明 设 S 是 一 个 紧 致 子 集 , 2 是 其 中 任何 元 素 ， 从 2-0=0 
以 及 乘法 的 连续 性 ， 可 知 对 于 任 一 机 E2 必 有 zw 的 某 个 邻 域 
U。 以 及 某 个 六 E.T ,使 得 有 Us。* 了 EW. 

w. l*E 时 是 3 的 一 个 覆盖 .由 有 的 紧 致 性 , 故 有 


oO ER 

使 得 D.U…UUD- AR. 

若 以 天 记 .多 中 满足 DEC 丽 的 元 素 咱 = 三 mo 又 令 
V=ViN:… Ny, 


则 有 SVE Ua UU UNVEWU UW 
因此 S 是 有 界 集 . 里 

: 引 理 2 设 (8, .是 局 部 紧 致 域 ， 于 是 也 中 必然 存在 非 零 
的 .7- 短 零 元 . 

证 明 首先 , 由 于 (了 , 儿 ) 是 个 Ty- 空间 , 故 有 六 E.9， 使 得 
1 竺 了, 此 处 了 是 的 闭 包 ， 今 设 TEI 是 一 个 紧 致 邻 域 , 以 及 
,822 。 


万 -TNV. 于 是 玉 CT， 按 引 理 1 环 是 有 界 集 ， 且 1 丙 ， 仿 
8= 刺 U{J、 显 然 8 也 是 个 有 界 集 , 从 而 有 元 素 经 0 使 得 雹 刁 
玉 ， 由 此 可 知 对 于 所 有 的 mnEN 缘 有 
SCW 以 及 #EW. (8.3.1) 

现在 要 证 明寺 是 一 个 7- 短 零 元 ， 因 若 9-limtzx0， 则 无 限 集 
firjsenw 在 下 中 应 有 聚 点 2 关 0、 对 于 的 任 一 邻 域 Ia， 至 少 含有 
两 个 项 后, 名 (>mm)， 设 Di 是 工 的 任 一 邻 域 .、 于 是 可 选择 D， 
使 得 Us.U 己 ,从 而 及 "ED:. 按 (8.3.1), 及 "EE 玉 ,， 即 
1 的 每 个 邻 域 都 与 页 相交 , 即 1€ 邢 ,矛盾 。 这 证 明了 {jven 只 
有 唯一 的 聚 点 0, 即 I~limr-0. 上 

现在 设 (P, .9 ) 是 局 部 紧 致 域 ， 我 们 要 证 明 ， 它 是 个 大 拓扑 
域 . 设 了 了 是 0 的 一 个 紧 致 邻 域 ， 作 子 集 

O~ {EFTET}. 

由 引 理 1, 下 是 有 界 集 . 因此, O 是 非 空 的 , 并 且 包 含 0 的 一 个 令 
域 , 从 而 O 也 是 0 的 一 个 邻 域 ， 又 从 OTCET 知 C6 也 是 有 界 集 ， 
故 对 于 某 个 4€E8F, 有 aOcT， 由 此 又 有 oOCT -7T”, 故 闭 子 集 
aO 是 紧 致 的 , 从 而 人 S 也 是 紧 致 的 ， 此 外, O 包含 0, 1, 并 且 关 于 
乘法 是 封闭 的 ， 如 在 88.2 中 所 示 ，{uClvE 内 是 .9 的 一 个 基 . 
因此 只 需 证 明 (CO°)-+ 是 个 有 界 集 . 

假若 (Co -不 是 有 界 的 , 则 对 于 任何 了 E.G 总 有 (Co0-T 和 
CO、 从 引 理 2 知 有 -等 零 元 地 0, 不 妨 设 4E C， 于 是 有 某 个 
加 E 严 ,使 得 有 mmE Co 满足 加 = 对 了 EC 从 守 的 .9 一 客 零 性 , 知 
存在 正 整 数 7,, 使 得 wi”"EO, 以 及 atTEL 今 wr 一 opt 同 
样 又 可 以 选择 正 整数 s。 使 得 小 一 "EO, 以 及 YE O09， 于 


是 
Wh Yr EON(HO)=B, 


*) 在 Ty- 空间 中 , 紧 致 子 集 是 闭 的 ， 
* 023 。 


序列 fjsex 与 {yr}nen 在 紧 致 子 集 吾 中 有 聚 点 由 , W， 由 于 0 入 囊 
才 ww, 4 关 0、 按 乘法 的 连续 性 ,{zlojjses 应 有 wy 作为 它 的 来 点 . 
但 
mo, = = tr “ts 

且 {Prrtojuei 只 有 一 个 聚 点 (极限 )0， 矛盾 这 就 证 明了 下 面 的 

定理 8.2， 局 部 紧 致 域 必然 是 -拓扑 域 , 并 且 它 的 拓扑 可 由 
某 个 非 平 凡 绝 对 值 所 给 出 时 

以 下 ， 我 们 再 进一步 讨论 局 部 紧 致 域 的 构造 为 此 , 先 有 几 个 
下 理 . 

引 理 8 局 部 紧 致 域 关 于 它 的 绝对 信和 是 完全 的 . 

证 明 设 (F, .9) 是 个 局 部 紧 致 域 ,p 是 由 上 述 定理 所 得 的 绝 
对 值 ， 今 考虑 也 中 任何 一 个 关于 gp 的 Qauchy 序列 {wjsem， 由 
于 (F， 儿 ) 的 拓扑 是 由 9p 所 引起 的 ， 故 {ax}jwex 也 可 以 作为 拓扑 意 
义 下 的 Qauehy 序列 . 设 栈 E. 入 是 个 紧 致 邻 域 ， 于 是 , 从 某 个 mw 
起 ,应 有 人 一 和 ssE 了 于 ,mro. 子 集 矿 十 am 也 是 紧 致 的 ; 对 它 添 入 
有 限 多 个 点 91,…, om-1 后 所 得 的 集 兄 , 同样 是 个 紧 致 子 集 , 并 且 
它 包 含 {qjvex， 设 6 是 {ajex 在 人 中 的 一 个 聚 点 .又 对 于 洲 中 
任何 一 个 吕 , 取 VEI, 满 足 了 +VEUD. 于 是 可 确定 一 个 wo EN,， 
使 得 : 

一 amEV， 对 所 有 的 mm 
Qam 一 GEV， 对 某 个 m 之 no. 
因此 ,对 所 有 的 wz>yo, 恒 有 
一 4 一 加 一 nm 十 an 一 和 CE 十 了 三 已. 

这 示 明 了 .9G-Hima.= 6， 即 {qjsex 在 (有 .90) 中 是 收敛 的 ; 从 而 它 
也 是 wo- 收敛 的 , 因此 (F, 9) 是 完全 域 ， 上 

引 理 4 车 关 于 非 阿 基 米 德 绝 对 值 p 所 给 出 的 拓扑 域 (7， 
9。) ,是 个 局 部 紧 臻 域 , 则 ( 卫 , g) 是 局 部 域 . 
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证 明 首先 证 明 9 是 个 离散 赋值 ， 因 若 不 然 , 则 9 的 值 群 妆 
有 聚 点 7 二 0.。 不妨 设 0<7<1.， 今 在 工 中 任 取 一 个 以 7 为 极限 
的 递增 实数 列 {5,}wen, 又 在 五 中 取 序列 {fasjwen, 使 得 对 每 个 %, 皆 
有 9(w) = 3。 于 是 limp(ao) 一 7， 由 (五, 6) 的 局 部 紧 致 性 ,我 


们 可 以 把 {@r}wew 夏 在 某 个 紧 致 子 集 之 内 。 于 是 , 在 该 子 集 内 ， 
{jwen 有 po- 收 伍 的 子 序列 ， 仍 记 作 {@wjwenx， 但 另 一 方面 ， 对 于 
%>m, 有 pw 一 am) 一 maxfp(ao,p(an) 了 一 Pa 所 以 tojnex 不 
能 是 gg- 收敛 的 , 此 为 一 矛盾 . 

其 次 证 明 9 的 剩余 域 玉 = 4/M 是 个 有 限 域 ,此 处 4,，M 的 意 
义 如 $6.8， 假若 是 无 限 的 , 则 可 取 4 中 的 序列 {ajoem 使 得 有 
9(an) 一 十 以 及 9 一 am) 一 1, 对 所 有 的 nm， 今 设 

W= {EF|p(%) <5} z 
是 0 的 紧 致 邻 域 ，2E 琴 于 是 ， 与 引 理 3 一 样 , 可 证 明 丈 中 的 
序列 {banjhwen 有 gg- 收敛 的 子 序 列 ， 但 p(B 一 bam) 一 p(5)， 即 
{basjnen 不 能 有 任何 凡 收 敛 的 子 序列 ,矛盾 ， 
”最 后 ,结合 引 理 3, 即 知 ( 了 , 9) 是 局 部 域 ， 入 

我 们 再 证 明 这 个 引 理 的 道理 . 

引 理 6 局 部 域 (了 了, 办 关于 由 9 所 引起 的 拓扑 元 ,是 局 部 紧 
致 域 ,而且 又 是 完全 不 连通 的 . 

证 明 首先 , 从 9 是 非 阿 基 米 德 绝对 信 ， 可 知 其 赋值 环 4 在 
拓扑 .Fp 下 是 开 集 , 从 而 也 是 闭 集 , 引 理 的 后 一 部 分 从 $8.1 的 合 
题 1 即 知 . 今 证 4 是 0 的 紧 致 邻 域 . 

从 了 =4/M 为 有 限 域 知 4 中 有 有 限 子 集 8， 它 的 元 素 构 成 
上 的 完全 代表 系 。 于 是 有 
A=\jJ(wtth), : (8.3.2) . 


此 处 th4 = ML, # 是 CP, 9) 的 一 个 素 元 ， 今 设 {OW}rea 是 4 的 任何 
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一 个 覆盖 ， 假若 不 能 从 其 中 取出 一 个 有 限 子 覆盖 , 则 至 少 有 某 
个 go€ BS, aot+t4 不 能 被 有 限 多 个 6， 所 覆盖 .由 (8.3.2), 知 有 
aot AE |) (wo 十 zt 二 2.4) (8.3.3) 


再 次 使 用 有 8 的 有 限 性 ,可知 对 于 某 个 gr €5, oaxt 十 如 4 不 能 被 
有 限 多 个 必 所 覆盖 .重复 这 一 过 程 , 并 且 令 
b=atottodt+, wwERS. 


从 4 的 完全 性 知 5€4. 设 ,包含 5， 由 于 66 是 开 的 , 故 有 5 
的 某 个 邻 域 5-+UCO,, 此 处 0={zE8 lp(z) < 四 . 今 取 自然 数 
%, 使 得 (gp( 夫 )"”<38， 于 是 对 于 任何 9E4, 皆 有 
PLD 十 加 /一切 一 六 (Pb 尹 <2， 
即 当 % 为 充分 大 的 整数 时 ,总 有 2-tP4EC,、 但 由 ao， ,ai … 的 
取 法 知 
Co 十 0 EE A a (8.3.4) 

不 能 被 有 限 多 个 0 所 覆盖 另 一 方面 ,对 于 (8.3.4) 中 的 任何 一 
个 元 素 2， 篆 有 2 一 0EN4， 即 V(z 一 0)<3，、 因 此 ED 二 DEC 
而 与 w 的 取 法 矛盾 .这 证 明了 4 是 0 的 一 个 紧 致 邻 域 . 

结合 引 理 4, 5, 即 得 

定理 8.83 非 平凡 的 实数 值 赋 信 域 (，p)， 成 为 局 部 域 的 必 
要 充分 条 件 , 是 由 9 引起 的 拓扑 域 (F， Fp) 是 个 局 部 紧 致 域 ， 量 

从 定理 8.2 得 知 , 每 个 局 部 紧 致 域 (F,， .7)， 必然 由 某 个 非 平 
凡 的 绝对 值 p 所 给 出 ”如 果 g 是 实数 值 赋值 , 按 上 述 定 理 , (FF, 内) 
是 局 部 域 ; 如 果 g 是 阿 基 米 德 绝对 值 | |, 按 引 理 3, (F,| 门 是 完 
全 域 . 再 据 定 理 6.4, 它 只 能 是 及 或 者 CC、 由 于 及 和 0 关于 拓扑 
21 1 都 是 连通 的 ,结合 $ 4.1 的 命题 1 与 定理 8.3, 即 有 

定理 8.4 连通 的 局 部 紧 致 域 只 能 是 且 或 者 CG， 完 全 不 连通 
的 局 部 紧 致 域 只 能 是 局 部 域 . 自 
* J206 。 


这 个 定理 的 前 一 部 分 是 Pontrjagin 定理 ; 后 一 部 分 是 jaeobson 定理 ,这 
个 定理 还 可 以 推广 到 非 交 换 的 情形 , 见 [3j, 以 及 第 四 章 参 考 文献 L1]. 


$8.4 序 域 的 拓扑 


在 $7.2 中 ,我们 已 经 在 序 域 (F, 科 ) 中 引进 了 开 区 间 和 元 素 
的 绝对 值 诸 概念 . 若 以 所 有 包含 0 的 开 区 间 所 成 的 集 .F 作 为 0 
的 邻 域 基 , 这 就 给 出 了 也 的 一 个 拓扑 结构 ， 称 为 由 序 所 定 的 开 区 
闻 拓 扑 , 简 作 (了 了，<<) 的 序 拓扑 , 记 以 <. 今 有 

命题 1 序 域 (< ) 关 于 序 拓扑 < 成 一 个 拓扑 域 . 

证 明 先 证 乘法 的 连续 性 ， 设 z, YE 了 。 不 失 一 般 性 , 我 们 
考虑 oy 的 一 个 开 区 间 

wy+]—a, af, o>0. 

今 证 明 , 可 选 出 也 的 元 素 5, ce>>0, 使 得 有 |z15<a/3, 1ylc<a/3, 
以 及 bc<a/3， 当 z=0 时 ,8 可 取 任 何 正 元 素 . 设 z*0, 由 


lola/4lzl = <0/3, 


故 可 取 6=a/4lwl. 对 c 作 类 似 的 选择 ,使 得 有 lole<e/3， 者 已 
经 有 bc<a/3, 则 所 选 的 5, 6c 已 满足 要 求 . 今 设 5 之 6/3， 于 是 可 
用 同样 的 方法 来 找 出 一 个 80， 使 得 bd<a/3.、， 此 时 应 有 a<o. 
因 若 od, 则 有 2c 所 54 过 4/3, 矛 盾 . 对 于 这 个 4, 又 有 
lyje< lyle<a/3, 

以 及 ba<af/3, 从 而 满足 要 求 . 根据 这 样 得 来 的 6, 0, 就 有 

(w+]—e, cD) (9 十 ] 一 DDE/+i—a, ol. (8.4.1) 
因为 ,对 于 任何 “E] 一 6e, cL[, 以 及 vE€] 一 5, 5[, 我 们 有 
(w+ YY) =oy Huy wv + wv 

i fool t yet + ivwvl < lolo+ lyilot do 


CC ,0& 
一 十 一 一 


0 
十 可 才 襄 一 多 
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即 (8.4. 革 成立. 因此 乘法 关于 是 连续 的 . 

加 法 运算 的 连续 性 易 知 , 今 从 略 ， 现 在 证 除法 的 连续 性 ， 设 
z#0 是 也 中 任 一 元 素 ， 考 虑 映射 p:zF>z-1， 不 失 一 般 性 , 取 or 
的 邻 域 ja, 2[, 它 不 包含 0, 有 即 0<a<z-1<b, 或 者 4<2-'<5<0, 
于 是 ] 王 ， 二 [就 是 2 的 一 个 邻 域 ， 且 有 p(]1/5, 1/aj)E]1a， 5., 
这 证 明了 映射 p 是 连续 的 , 从 而 (FP，<) 关 于 .9 < 是 个 拓扑 域 ， 目 - 

从 序 拓扑 的 定义 , 立即 可 知 .7 是 满足 Ts 公理 的 ; 此 外 ， 它 
还 是 万 的 一 个 -拓扑 ， 因 为 ， 若 子 集 8-:n] 4, of, 则 有 
SC[ 一 6-!, ga- 本 , 闭 区 间 [ 一 6-1, or 可 显 然 是 有 界 的 . 

本 节 的 主要 问题 的 : 设 多 是 歹 的 一 个 域 拓扑 , 间 在 什么 条 件 
下 ,9 是 由 也 的 某 个 序 所 定 出 的 序 拓 扑 ? 这 个 问题 有 如 下 的 回答 ; 

定理 8.5 万 的 域 拓扑 .7， 能 由 的 某 个 序 所 给 出 , 当 且 仅 
当 (, .9F) 是 六 -拓扑 域 ; 并 且 Siy 与 一 1 是 分 离 的 . 

证 明 当 儿 = 了. 时, 我 们 已 经 知道 它 是 卫 - 拓 扑 ， 至 于 Sy 
与 一 1 显然 是 分 离 的 ,因为 一 1 和 Sp, 只 要 取 ] 一 4/2, 1/2[, 就 有 

z (—1+]—1/2, 1/2D) N Ss— 8. | 


现在 来 证 充分 性 ， 由 于 .是 也 的 了 -拓扑 ， 按 定 理 8.1 7 
由 五 的 某 个 非 平凡 绝对 值 | | 所 给 出 ， 或 者 由 某 个 非 平 凡 赋 值 g 
所 给 出 ， 先 考虑 前 一 种 情形 ， 由 于 此 时 | | 是 阿 基 米 德 的 ( 非 阿 基 
米 德 绝对 值 作为 赋值 的 情形 ), 由 $ 6.2, 可 以 作为 C 的 子 域 . 按 
所 设 一 1 皇 Sip, 所 以 也 是 个 实 域 ， 我 们 知道 ,包含 在 C 中 的 实 域 必 
然 是 B 的 子 域 ( 第 七 章 习题 8)， 从 而 拓扑 .7 就 是 由 通常 实数 的 
绝对 值 所 给 出 的 拓扑 . 

其 次 考虑 .9 由 赋值 所 出 的 情形 。 设 p 的 赋值 环 为 4， 此 
时 .% 是 由 4 的 非 零 理想 作为 0 的 邻 域 基 而 定 的 拓扑 ， 设 可 是 0 
的 一 个 邻 域 , 涡 足 (一 1+ 口 ) 站 Sy 一 O 又 设 Tz (0) 是 包含 在 避 
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中 的 理想 . 
令 Q@ 是 也 中 由 所 有 形式 如 w?(1 二 m) 的 元 素 所 生成 的 加 法 半 
群 ; 此 处 EF, mEI， 易 知 ,Q@ 满 足以 下 的 条 件 , 
Q+QEQ QEQ, 
以 及 SpEQ. 
今 证 明 , 一 14Q， 因 车 1EQ, 则 有 一 1 加 只 (1 十 ms), 或 改写 为 
守节 (1+mmy) 0， 不 失 一 般 性 , 设 
CMPEATCAE 2 一 2， "sy 名 十 工 。 
以 m2 除 前 面 的 等 式 ,得 
Fy my) ~0, =l, 
此 式 又 可 写 如 
z 1 + mt SL mm) =0, 
其 中 WE4， 从 而 有 
Soic _1+IC—1+D, 
此 为 一 矛盾 ， 因 此 Q@ 是 万 的 一 个 亚 序 ， 再 按 $7.1, @ 可 以 拓展 
成 为 也 的 一 个 序 P， 根据 @ 的 作法 , 知 1+ICQEP.， 因 此, 在 
由 卫 所 给 出 的 开 区 间 拓 扑 下 ,有 IE] 一 1, 1[， 这 就 证 明了 拓扑 
六 与 由 了 所定 出 的 序 拓扑 是 一 致 的 四 
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